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1. Introduction

En théorie des jeux, les approches coopérativeretcnopérative se distinguent au regard de
deux éléments. Le premier renvoie a la capacitggdgement des joueurs : dans un contexte
non-coopératif, ils sont entierement libres de dedécisions au moment ou ils font leurs

choix ; en revanche, dans un contexte coopérkifnt la possibilité de s'engager de facon
contractuelle sur les stratégies qu'il conviendead@pter au cours du jeu, cela durant une
phase de discussion qui se tient avant le jeu ebars de laquelle des coalitions peuvent se
former. Dans ce cadre, le probléme n’est pas tanprévoir I'issue du jeu que de répartir

entre les joueurs le bénéfice de la coopératianalyse coopérative propose ainsi des regles
d’arbitrage. Pour y parvenir, et c'est la la seeogdande différence avec l'approche non
coopérative, elle adopte une démarche axiomatiquenrmative) par laquelle on pose en

amont des propriétés a priori raisonnables (ou atalbles) sur les résultats du jeu, puis, ces
propriétés étant poseées, on sélectionne les ispugssatisfont (issues dites coopératives), et

on écarte celles qui n’y satisfont pas.

Le texte qui suit présente successivemenjdaes de négociationdans un cadre restreint a
deux joueurs puis lggux coalitionnelsqui prennent explicitement en compte la possailit

gu’'ont les joueurs de constituer des coalitions.

! Ce texte a été préparé en vue d’une publicatios arevueEcoflash(CNDP).



2. Les jeux de négociation

Ensemble de négociation et ensemble de VNM

Un jeu de négociation décrit une situation dansidflg deux joueurs doivent choisir soit le
statu quo soit une option dans un ensemble d’accords pessiblalgré des intéréts
divergents, certains accords leurs paraissent nheruent bénéfiqgues et donc préférables au
statu quo ; ils peuvent donc décider d’entamer nggociation dans le but de parvenir a un
compromis. Dans ce contexte, la possibilité de teainle statu quo peut étre interprétée
comme une menace qui se concrétisera si les deexi® n’arrivent pas a se mettre d’accord
sur une option particuliere. Du point de vue formel jeu de négociation est défini par une
structure(U, d) dans laquelld/ désigne knsemblale négociatiorqui décrit I'ensemble des
reglementt = (uq, u,) que les joueurs peuvent obtenir en signant, deatdéroulement du
jeu, des contrats spécifiant ce qui sera joué lpacun, et = (d,,d,) estle point de menace
qui précise les réglements obtenus en cas de désaccord

Exemple 1.Le dilemme du prisonnier.

a | B

a|11|50

0,544

L’ensemble de négociation associé a ce jeu esésepté par les quatre poi#sB, C,D sur
la Figure 1 ; quant au point de menace, il est titolsdes reglements obtenus a I'équilibre

non coopératifa,a) : d; = d, = 1.

Exemple 2.Le jeu de banquerouteSoit une firme en faillite, dont I'actif vaut00. Deux
créanciers (1 et 2) se présentent. La firme BOitau premier e70 au second. Il s’agit de
répartir la somme de00 entre les deux créanciers. Dans ce jeu, le panménace est
d, =d, =0 et I'ensemble de négociation est constitué desplesu(u,,u,) vérifiant

0<u <50,0 <u, <70etu; +u, = 100.

Disposant de l'informatioQU, d), il s'agit d’identifier 'élément* = (uj, u;) deU sur lequel
les joueursdevraientse mettre d’accord. Un premier outil permettantré@ondre a cette
guestion est fourni pdilensemble de von Neumann & Morgenst@fiNM) qui identifie les

éléments, appelémputations satisfaisant a deux conditionka: rationalité individuelle(ou



contrainte de participationselon laquelle chacun doit obtenir au moins a@utancoopérant
gu'en ne coopérant pag & d; i = 1, 2) etla rationalité collectivequi contraint le résultat de
la négociation a étre un optimum de Pareto. Cesx dmnditions sont difficilement
discutables priori. En particulier, un joueur parce gu’il peut touuefuser de contracter ne
peut clairement perdre a la négociation. D'autng, pan accord qui ne serait pas Pareto
optimal souffre de la possibilité d'un gain parit#ge (renégociation). L'approche non
coopérative et le « Folk Theorem » (Encadré 1)rfisgent également des éléments d’ordre

théorique permettant de justifier le bien-fondéds conditions.

Figure 1

Ces deux conditions peuvent suffire pour détermieerésultat de la négociation. Dans
'exemple 1, il existe parmi les optima de Pareao fjombre de trois) un seul résultat
satisfaisant aux contraintes de rationalité indieite v, > 1 et u, > 1: le couple de

stratégies(b, ) (point C sur la Figure). Cette configuration constitue ¢bois I'exception,

I'ensemble de VNM contenant en regle générale glusiéléments, comme dans I'exemple 2.
Pour pouvoir lever lindétermination, il convienbis de pousser plus loin la démarche
axiomatique en introduisant des conditions addi@des ; c'est précisément la voie

gu’emprunta John Nash.

La solution de Nash

Les propriétés exigées par Nash sont I'apparteratieasemble de VNM (Al), la symétrie

(A2) et l'indépendance par rapport aux alternatives pertinentes (A3). A2 énonce que les
joueurs doivent obtenir la méme chose dans desdeuxégociation symétriques ou rien ne
permet de les distinguer. A3 impose quant a elle oartaine rationalité dans le choix

collectif. Etant donné un jeu initigl/, d) et un jeu rédui(V,d) avecV c U, elle demande

que l'équilibre coopératif du jeu initig, u3) soit encore celui du jeu réduit &, u;)



demeure possible dails Ces conditions posées, Nash montre qu'il exis¢éeunique solution
satisfaisant Al, A2 et A3. Elle consiste a séleutar dans I'ensemble de VNM le couple de
stratégies (s4,s,) qui maximise le produit des gains coopératifs,(s;,s,) —d;) X
(uy(sq,s,) —d,). Dans le jeu de la banqueroute, la déterminat®nadsolution de Nash
requiert la résolution du probleme suivant : Mgx u, sous les contrainted < u; < 50,

0 <u, <70etu; +u, =100. On obtient :(uj,u3) = (50,50). N'importe quel point de

'ensemble de VNM peut toutefois étre sélectiorar@du’on leve la symétrie (Encadré 2).

L’axiome d’'indépendance (A3), qui fonde la solutide Nash, a fait I'objet de nombreux
débats : s'il est difficilement discutable pour geeblemes de décision individuelle, il ne va
pas nécessairement de soi en matiére de décidiectne car il ne fait jouer aucun réle aux
concessions gue les joueurs sont susceptiblesrdelfas critiques a son encontre ont conduit
des auteurs comme Kalai et Smorodinsky (1975) &éag des propositions alternatives,
débouchant sur des résultats différents de laisalute Nash dans les jeux de négociation
asymetriques. Face a ces critiques, Nash proposateleir comme solution celle qui serait
compatible avec les équilibres d'un jeu stratégipres lequel la négociation serait modélisée
de facon explicite et résolue par une approche compérative. Ce programme qui vise a
donner des fondements stratégiques a une solutiomatique est appel@ programme de
Nash Il a débouché sur I'étude d’'une classe de jeuticplers, les jeux d'offres alternégs
dont les équilibres vont largement dans le senka delution de Nash. Cet élément explique
pourquoi la solution de Nash est utilisée de fagomsi systématique dans les travaux
théoriques et empiriques. On pense notamment Bétarie des syndicats et aux estimations
econométriqgues de ses modeles qui conduisent andsares du pouvoir de négociation
syndical de I'ordre de 0.20 a 0.40 (voir notamm@répon et alii, 1999).

On soulignera, pour conclure cette section, qusolation de Nash peut sans difficulté se
généraliser a plus de deux joueurs. Reprenons [jibustrer le jeu de la banqueroute et
supposons qu’il y ait trois créanciers (1, 2 et [8) firme doit 30 au premier, 40 au deuxieme
et 50 au troisieme. Le probléme s’écrit alors : Mgx u,x u; sous les contraintes,; +

U, + uz =100, u; <30, u, <40, u3 <50 et u; =0, i=1,2,3. La résolution
donne(uj, u3,u3) = (30,35, 35). Ce résultat confirme la tendance de la solutioiNdsh a

favoriser les créances les plus faibles dans lgsiggmes de faillite.

Encadré 1. Ensemble de VNM et Folk TheorenLe Folk Theorem est un résultat de la
théorie des jeux non coopératifs qui permet ungicer jonction avec I'approche coopérative.



Il caractérise les équilibres de Nash parfaits ems geux (ENPSJ) d'une classe de jeux
particuliers : les jeux répétés. Ces jeux sont ttioiés d'un jeu de bage le dilemme du
Prisonnier par exemple, auquel les joueurs vonerjau plusieurs reprises en observant a
chaque étape ce qui a été joué au tour précédenplftent ainsi un jeu dynamique a
information imparfaite, not¢”, que I'on appelle un super-jeu). L'ambition pramiges jeux
répétés est de prendre en compte le caractéreitifégdés relations sociales lorsqu'elles
s'inscrivent dans une perspective de long termeghamd résultat les concernant est de
montrer que ce caractere joue un rble dans la mesurméme si le jeu de base admet un
unique équilibre, le jeu répété peut admettre plusi équilibres dans lesquels les joueurs
jouent a chaque étape des actions qui ne sontpagudibre dans le jeu de base. En d'autres
termes, I'équilibre d'un super-j¢li ne se résume pas a répliquer I'équilibre du jebadey.
Sous certaines conditions, le Folk Theorem étadplie tout élément de l'ensemble de
négociation, élargi au quadrilateABCD sur la Figure 1, satisfaisant aux contraintes de
participation est soutenable par un ENPSJ danssurrgpété. Cela valant aussi pour les
éléments de I'ensemble de VNM, les issues coopésati'un jeu de base peuvent émerger a
I'équilibre non coopératif du super-jeu, interpréténme I'équilibre d'une relation longue, et
ce méme si elles ne sont pas en equilibre daresildg base, regardé comme I'équilibre d'une
relation courte. Des joueurs qui n‘auraient pgmksibilité de signer des contrats exécutoires

peuvent ainsi parvenir a coopérer de facon infdenjél.

Encadré 2. Solution de Nash Généralisée et Duopole a (@ournot La solution de Nash
admet une forme généralisée (SNG) qui consistexanmeer, dans I'ensemble de VNM, la
moyenne géométrique des gains coopérdtifss;,s,) — d;)? x (uy(sy,s,) — d,)*~? avec

0 € [0,1] un parameétre mesurant le pouvoir de négociatiojoweur 1 (celui du joueur 2 vaut
1 —60). Lorsquef = 1/2, on retrouve le cas symétrique ou le pouvoir dgoog&tion est
egalement distribué entre les joueurs. Les cadrpsld = 0 et = 1 décrivent quant a eux
des jeux d'ultimatum dans lesquels un joueur, pandebénéficie de l'intégralité du pouvoir
de négociation, sélectionne le contrat qu'il pegf@ais sous la contrainte de participation de
l'autre joueur (ces solutions qui s'apparenterésagituations de monopole sont représentées
par les pointsM; et M, sur la Figure 1, pour un ensemble de négociatmmstdué du
guadrilatereABCD). Appliquée au duopole a la Cournot, la SNG prgdé les entreprises qui
coopérent (collusion) se partageront la produativie profit de monopole au prorata de leurs

pouvoirs de négociation.



3. Jeux coalitionnels

S’il est possible de généraliser le modele de niagon et la solution de Nash a des
problemes impliquant plus de deux joueurs, cetteereston ne permet pas cependant
d’analyser les situations ou les agents peuvent@®uper ercoalitions (sous-ensembles de
joueurs) pour coopérer. Le cadre ¢msx coalitionnelgou coopératifspermet de prendre en
considération cet aspect important du comporterneopératif que représente la possibilité
de former des alliances. On se limitera ici au ent delutilité transférable ou la
négociation porte sur le partage d’'un bien divesiglue les joueurs évaluent en utilisant la
méme échelle utilitaire. Cela suppose notammenirgu« monnaie » commune existe et que
les joueurs peuvent effectuer des transferts « taweé » entre eux. Partant de I'hypothese
selon laquelle la grande coalition s’est forméesemose la question de la répartition entre
les joueurs du résultat de la coopération, en tenampte du potentiel de chacune des

coalitions.

Cette problématique générale couvre de nombreutegiens réelles, notamment dans les
domaines de I'économie et de la politique (par@dgeolts, distribution de gains, exploitation
de ressources communes, mesure du pouvoir de a®cedc.). Les deux exemples suivants

sont représentatifs de deux applications tradigties des jeux coalitionnels.

Exemple 3 (allocation de codts)Trois villes voisines4, B et C) sont en contrat avec une
société pour réaliser des adductions d'eau. Leepmgyvient a 10 (millions d’euros) pour
chaque municipalité prise séparément. Pour demnmigéographiques, le constructeur
propose des codts (réduits) de respectivement7Lét 18 pour des contrats communs eAtre
etB, A etC, etB etC. Le contrat impliquant les trois villes a un cai@ 24. Comment les

colts devraient-ils étre répartis entre les trdiss/?

Exemple 4 (pouvoir de décision)Une société a quatre actionnaires, détenant regpaent
40%, 30%, 20% et 10% des actions. Les décisions mises a la majorité des voix (une
proposition doit, pour 'emporter, réunir plus d@b des parts), chaque actionnaire ayant un

poids proportionnel a sa part. Quel est le poudeidécision de chacun des actionnaires ?



Fonction caractéristique

Le cadre formel dans lequel ce genre de questiensgire examiné est simplese résume

un couple (N,v) ou N est un ensemble de joueurs fi > 2) et v une fonction dite
caractéristiquequi associe a chaque coalitiSrunevaleur v(S). Cette fonction informe sur
les résultats que peuvent obtenir les difféerentedittons en précisant le montant que les
membres d’'une coalitioS peuvent s’assurer (et se partagely coopérent ensemble, sans

I'aide de joueurgxtérieurs a leur groupe.

Le probleme de I'exemple 3 peut étre décrit pajauna trois joueursli = {4, B,C}, ou la
valeur d’'une coalitiors est définie par I'économie de colt qu’un cont@nmun entre ses
membres permet de réaliser (comparé a la situatiochaque ville d& signerait un contrat
individuel). On obtient ainat({A}) = v({B}) = v({C}) = 0, v({A4,B}) = 4, v({4,C}) = 3,
v({B,C}) =2 et v(N) =6. On notera que, dans ce jeu, la coopération nasiais
génératrice de perte, au sens ou la somme desryvaleudeux coalitions disjointes est
toujours inférieure ou égale a la valeur qui résulé leur fusion. Cette propriété appelée
super-additivitéest souvent retenue comme une condition natugeil€loit étre satisfaite par
la fonction caractéristique d’'un jeu coopératifie @ermet notamment de justifier I'hypothése

de formation de la grande coalition.

L’exemple 4 décrit une situation relevant de lassta degeux simplesdans lesquels la
fonction caractéristique ne prend que deux valeurssi la coalition vérifie une propriété
donnée et 0 sinon (avedN) = 1). Ce type de jeux est utilisé pour modéliser demsons

de vote et étudier le pouvoir de décision, la péiprconcernée étant celle d’avoir la capacité
d’emporter la décision (on dit alors que la coatlitestgagnantg. L’exemple 4 correspond
donc a un jeu simple avét= {1, 2, 3,4}, v(S) = 1 siS est I'une des coalitiond, 2}, {1, 3},
{1,2,33},{1,2,4},{1,3,4}, {2,3,4}, {1, 2, 3,4} etv(S) = 0 sinon

Il s’agit a présent de déterminer la ou les répans permettant de satisfaire au mieux
'ensemble des joueurs. Plusieurs conceptsolution ont été proposés pour résoudre les jeux

coalitionnels ; I'un des plus connus est celucazur(ou de noyau).

Le concept de coeur
Le principe général de ce concept de solufiimingduit par Gillies (1953), est de retenir toutes

les répartitions de la valew(N) qu’aucune coalition de joueurs ne peut conte€prpart de



'ensemble des allocations possibles: (x4, ..., x,), avecx; la part du joueui ; on notex(S)

la somme des parts des membres d’'une coalftiodne premiere restriction consiste a ne
garder que les imputations, c'est-a-dire les atlona efficaces X(N) = v(N)) et
individuellement rationnellesx( > v(i) pour touti). Cela permet d'éviter les contestations
individuelles mais les objections formulées cor@ment par les membres d’'une coalition
restent possibles. Par exemple, dans le jeu dalmt de colts, si I'imputation =
(1.5,1.5,3) est proposeée, donc si les villdsB et C payent respectivement 8.5, 8.5 et 7
millions d’euros, la coalitiodA, B} peut s’opposer a ce partage £éfA, B}) = 3 alors que
v({4, B}) = 4. Pour appuyer son objection, elle peut proposmplitation(2,2,2) qui est a

la fois meilleure pour chacun de ses membres Kileonent tous des parts plus importantes)
et réalisable (la somme des parts ne dépasse paselar de la coalition). On dit alors que
{A, B} préfére(2,2,2) a(1.5,1.5,3) et que I'imputation(1.5, 1.5, 3) estdominéeparce que
bloguéepar {4, B}. En rejetant toutes les imputations dominées,cant@ toute possibilité de
contestation de groupe et on obtient le cceur dudétini donc comme I'ensemble des

imputations non dominées.

On montre que, lorsque le jeu est super-additifadocations du cceur sont caractérisées par
le systéme de contraintes linéaird®V) = v(N) etx(S) = v(S) pour toute coalitiors. Cette
définition alternative est souvent utilisée pows t@lculs. Pour I'exemple 3, une allocation
(x1,x2,x3) est donc dans le cceuragi= 0, x; >0, x3 =0, x; +x; + x3 =6, x1 + x3 = 4,
x1+x3=>3 et x,+x3=>2. Cela ne donne pas de solution unique, puisqusiguits
propositions de partage vérifient ces conditioras, gxemple, I'allocation égalitair@, 2, 2),

ou des solutions extrémes comrgg 2,0), (3,3,0) et (4,0,2). En fait, le cceur apporte
rarement une solution définitive au probleme deégogr ; il permet simplement de délimiter le
domaine auquel doivent appartenir les solutionggdaoisant 'ensemble des imputations a sa
partie stable (celles des propositions incontes®blEn fonction de la compatibilité des
contraintes et des éventuelles redondances, ceim®npaut étre infini ou vide, et tres

rarement réduit & un point unique.

L’exemple 4 est un cas typique d’'un jeu de votenaym cceur vide. Cela vient de I'absence
dans ce jeu d'umiétenteur de droit de veto’est-a-dire d’'un joueur présent dans toutes les
coalitions gagnantes (a ne pas confondre avediatateur dont la simple présence au sein

d’'une coalition est la seule condition pour qu'edtdt gagnante). En effet, les grouges2},



{1,3}, {1,2,3} et {2,3,4} ont tous la capacité d’emporter la décision. Tostdution
appartenant au cceur doit donc satisfaire la rdtténeollective de ces trois coalitions. En
particulier, elle doit distribuer des parts donstanme est égale a 1 a la foi§la2} et{1, 3}

et {1,2,3}. Cela n'est possible qu'avec le partgdeo,0,0,0). Mais cette proposition sera

111

555) Le cceur n’'offre

bloguée paf2,3,4}, en objectant par exemple I’imputati(ﬁﬂ,o

donc aucune aide aux actionnaires pour connalirs fuvoirs de décision respectifs.

De maniere plus générale, on montre que pour qoeele d'un jeu simple ne soit pas vide, il
faut et il suffit qu’'un ou plusieurs joueurs détient un droit de veto. Des résultats comme
ceux de Bondareva (1963) et Shapley (1971) ont iseditdentifier d’autres classes de jeux
ou le cceur n'est jamais vide. C’est le cas notamrdes jeux ditxonvexeslans lesquels la
contribution marginaled’'un joueur a une coalition ne décroit pas quaeatleccoalition
s’élargit (la contribution marginal€;(S) du joueuri a la coalitionS étant définie pa€;(S) =
v(S) —v(S —{i})). On vérifie aisément que le jeu des actionnairestrpas convexg¢car
Ci{L2) =v({1,2h - v{LP=1-0=1et(1({1,2,3) =v({1,2,3) - v({1,2)h =1 -
1=0).

Les situations de vacuité et d’'indétermination cenies plus haut ne doivent pas étre
interprétées nécessairement comme des exempldsnites du concept de cceur. En effet,
percu comme un moyen de mesurer la stabilité destions, et non comme un procédé
devant produire une réponse unique, il informe dangremier cas (vacuité) de la fragilité
d'un éventuel accord en raison des multiples pd&éib de blocage, et dans le second
(indétermination) de la richesse des opportunitéscdopération. Ce concept, dont le
fondement a été posé par Edgeworth en 1881, oasupeplace importante dans I'analyse
microéconomique, notamment dans le cadre d’uneoésiend’échange ou d’'une économie
de production, comme le montrent les travdiauteurs tels que Shubik, Debreu et Scarf [3].
Pour des réponses précises et systématiques araldénpes de partage et de mesure de
pouvoir de décision, des outils comme le nuclé8eh(neidler, 1969), non présenté dans ce

texte, ou la valeur de Shapley sont plus approgti@tus opérationnels.

La valeur de Shapley
A la différence du coeur, qui est un concept detmoliensembliste, la valeur de Shapley est
une réegle d’allocation qui se présente comme unetifan qui a chaque jeu coopératif associe

une solution unique sous la forme d’une allocasipécifiant la part (ou lealeun que chaque



joueur doit recevoilComme la solution de Nash, elle est le résultaine’wapproche
axiomatique. Cette axiomatisation fait appel adéam de joueunul (joueur dont toutes les
contributions marginales sont nulles) et a la motie joueursubstituts(ou symétriques : ils
ont exactement les mémes contributions marginalesit@s les coalitions). Les conditions
exigées par Shapley sont (1)ffieacité(la somme des valeurs individuelles doit étre egale
v(N)), (2) la ymétrie(deux joueurs substituts doivent avoir la mémeewd| (3) la
nullité (un joueur nul doit avoir une valeur nulle) et (&dditivité (la solution d’un jeu défini

comme la somme de deux jeux doit étre égale anlermodes solutions de ces deux jeux).

Dans un résultat devenu central en théorie desgeagératifs, Shapley (1953) a montré que

ces quatre axiomes déterminent une unique reglocbéion, celle qui & chaque j€W, v)
associe le partage(v) = (¢, (v),...,p,(v)) ou la valeur du joueui est une somme
pondérée de ses contributions marginalegv) = %Zgﬁci(S), a(S) désignant le nombre

de coalitions qui contiennenet qui ont la méme taille que

Une formule équivalente, et plus pratique, utilisee définition légérement différente de la
notion de contribution marginale. Supposons qugdasurs rejoignent la grande coalition,
'un aprés l'autre, en respectant un orgre(d’arrivée ou d’entrée). Dans ce cas, la
contribution marginale du joueurselon I'ordrep, notéeD;(p), est définie par son apport a la
coalition constituée des joueurs qui lI'ont précéfia. valeur de Shapley (notge pour
simplifier) est alors égale a la moyenne arithmegtige ses contributions marginales lorsque

les joueurs arrivent selon nimporte quel ordre. m@mbre d'ordres (ou permutations)

possibles pour un ensemblerd@ueurs étant égald, on a :¢.(v) = %Zp D;(p).

Dans le jeu d’allocation des codts, il y a 6 orditesrivée possibles3(). lls sont répertoriés
dans le tableau suivant qui donne les contributimaginales selon chacun deux. Par
exemple,D4(ABC) = v({A}) —v(@) =0—-0=0, Dg(ABC) =v({AB}) —v({A}) =4—-0=

4, etc..



Contributions
Ordre d’entrée marginales

A B C

ABC 0 4 2
ACB 0 3 3
BAC 4 0 2
BCA 4 0 2
CAB 3 3 0
CBA 4 2 0
Total 14 12 9
Valeur de Shapley %5 % %

La répartition des 6 millions de réduction de ca#kon la valeur de Shapley est donc donnée
pare(v) = (2.5,2,1.5). En termes de partage de codts, cela signifie qudes 24 millions
d’euros, les villesA, B et C auront a payer 7.5, 8, et 8.5 respectivement. € yérifier que
cette solution satisfait aux conditions qui caraséit le coeur de ce jeu. Dans ce cas, la
valeur de Shapley peut étre interprétée commeflingment de la solution préconisée par le

ceeur.

La méme méthode de calcul peut étre utilisée ptudier le jeu de banqueroute (exemple 2).
Dans la version a trois joueurs, la valeyS) d’'une coalition peut se calculer comme le
montant que cette coalition obtient une fois renmbési les créanciers n’appartenant pas a la
coalition: v({1}) =10, v({2}) =20, v({3}) =30, v({12}) =50, v({1,3}) =60,
v({2,3}) = 70 etv({1,2,3}) = 100. Le lecteur vérifiera que le cceur est non vidguetp; =

23 % @, =33 g , 3 =43 % Cette solution est proche (mais différente) dgmgutation

proportionnelle consistant a répartir la somme @@ groportionnellement aux créances de

chacun.

La valeur de Shapley permet aussi d’apporter upenge précise au probléme décrit par le
jeu des actionnaires. On observera d’abord que tlmgeux de vote, la contribution
marginale d’'un joueur selon un ordr@ ne prend que deux valeurs possibles, 0 ou 1. Liersq
D;(p) = 1, cela signifie que la coalition constituée desejas précédant, était perdante
avant son arrivée et qu’avec lui, elle devient ga@ (on dit qué estpivot dans I'ordrep).

On obtient ainsi la formule simplifiée de la valeler Shapley :



nombre de permutations ou i est pivot

L n!

Dans le jeu de I'exemple 4, les coalitions gagrargent{1, 2}, {1,3}, {1,2,3}, {1, 2,4},
{1,3,4}, {2,3,4} et {1, 2,3,4}. On remarque que, malgré des parts d’actionsrdiits, 2 et 3
sont substituts. Par la symétrie, on obtignt= ¢,. L'efficacité se traduit alors par I'égalité
9, +2¢,+ ¢, =v(N) = 1. |l suffit donc de calculep, ety, pour connaitre la valeur de

Shapley de ce jeu. Le joueur 4 n'est en positiopidet que lorsqu’il arrive immédiatement

aprés 2 et 3. Ce qui correspond a deux ordresipessi 231 et 3211. On en déduit que

2 A _ _ 6 _

¢, =5;=0.083. Un calcul du méme genre montre qpe = @, = o2 = 0.25, et donc
_ 10

P1= %=

pas proportionnel au pourcentage d’actions détenues

0.417. On constate que le pouvoir de décision dont dispes actionnaires n’est

Appliquée aux jeux simples, la valeur de Shapleyxesnue sous le nodiindice deShapley-
Shubik Cet indice est devenu un instrument trés utiler i@ mesure du pouvoir de vote dans
les processus de décision collective, notammenk a®s organisations internationales
(Encadré 3). Pour les problémes de partage de,celigsa été utilisée avec succes dans de
nombreuse applications ; citons la répartition ffags entre les divisions du constructeur
aéronautique McDonnell-Douglas, le partage desscdétlocation des lignes téléphoniques
d’'une université ameéricaine, le financement du tppgement de projets d’irrigation en eau
dans le Tennessee, ou la fixation des frais didsarge a I'aéroport de Birmingham. On peut
cependant regretter que le recours a cet outpl(et généralement, aux solutions proposées
par la théorie des jeux coopératifs) reste limit@lgré diverses études montrant que les
répartitions effectuées dans la réalité sont sauir@yquitables. Un des exemples les plus
connus est celui donné par Owen (1981) sur lessddtatterrissage, ou la comparaison entre
partage réel et partage théorigue montre que lg#s pavions payent trop cher,

« subventionnant » ainsi les gros.

Encadré 3. La mesure du pouvoir de décision dansd@rganisations internationales

Le Conseil de sécurité des Nations Unéss composé de 5 membres permanents (la Chine, la
France, les Etats-Unis, le Royaume- Uni et la R)side 10 membres non permanents (€lus
pour deux ans et renouvelés pour moitié chaqueedn@daque membre dispose d’'une voix

et la régle de décision est la suivanté:es décisions [...] du Conseil de sécurité sonsgsi



par un vote affirmatif de neuf de ses membres tEqneel sont comprises les voix de tous les
membres permanents (article 27, alinéa 3). La situation peut éeprésentée par un jeu
(N,v) avecN = M; UM, (M, I'ensemble des membres permaneis, celui des non-
permanents)p(S) =1 si|S| =9 etM; c S, etv(S) =0 sinon. On montre, en utilisant la
notion de joueur pivot et l'indice de Shapley-Shlmjuep, = 0,19627 pouri dansM, et

@; =0,001865 pouridansM,. Cela signifie que le droit de veto détenu parmembre
permanent lui confere un pouvoir de décision pkeisl@d0 fois plus important que celui d’'un
membre non permanent ! Un autre contexte ou I'mdle Shapley-Shubik a été largement
utilisé concerne I'analyse du pouvoir de vote diéemrnts pays au sein doonseil de 'UE

En 1958, I'Allemagne, la France et I'ltalie dispesd du méme nombre de voix (quatre), les
Pays-Bas comme la Belgique de deux voix et le Libang d’'une seule voix ; pour qu’une
décision soit prise, douze voix étaient nécessalirest facile de vérifier que le Luxembourg
n'était jamais en mesure de rendre une coalitigngate et constituait en conséquence un
joueur nul (ou dummy. Paradoxalement, I'élargissement de I'Europe &v31l s’est

accompagné d’une augmentation du pouvoir de décdiid_uxembourg.

4. Conclusion

La théorie des jeux coopératifs offre un cadreipaiérement cohérent pour analyser les
situations ou les joueurs ont de fortes incitatienscoopérer. Elle propose des outils
relativement simples a mettre en ceuvre pour étudiemrésoudre les problemes de
négociations, de partage ou de pouvoir. On peutaigs’étonner que la portion congrue lui
soit réservée dans la plupart des manuels de ¢éhées jeux. Pourtant, comme I'a déclaré
Robert Aumann dans une interview réalisée en 1988pperative game theory is doing
actually quite well... and many of the most intergstipplications of game theory come from
the cooperative side”Les auteurs de ce texte partagent le point de deugorix Nobel
d’économie 2005 et sont convaincus que les conagptsolution offerts par I'approche

coopérative seront de plus en plus utilisés dananeées futures.
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