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I - Introduction

Construite dans la seconde partie du XXeme siagldes contributions séminales de Von
Neumann et Morgenstern (1944) et Nash (1951), laoifib des Jeux (TDJ) étudie les
situationsd’interaction stratégiqueu le sort de chacun dépend non seulement deGaep
décisions mais aussi des décisions prises pautessaCe type de situations est tres fréquent
en économie (on pense bien sdr aux situations deucence imparfaite) mais aussi en
sciences politiques (vote stratégique, compétiddectorale...), en biologie (théorie de
I'évolution) ou en sociologie (peer pressure, 2édie la confiance/défiance ...). L'objet de la
TDJ est de formaliser ces interactions pour tedten prévoir I'issue (approche positive)

mais aussi d’aider le ou les joueurs a choisirbb@rne» stratégie (approche normative).

Il est convenu de distinguer deux grandes famdiegeu : les jeux coopératifs dans lesquels
les joueurs peuvent passer des accords qui légsdéemaniére contraignante et les jeux non
coopératifs dans lesquels les joueurs sont ent@refhires de leurs décisions au moment ou
ils font leurs choix. L’'objet de ce texte est déganter brievement les principaux types de
jeux non coopératifs et les outils qui permettem lés analyser dans un contexte
d’'information compléte ou tous les aspects du t Hien connus des décideurs. Les jeux

coopératifs sont analysés quant-a-eux dans un defmmument.

II - Les différentes formes de jeu

On distingue en TDJ plusieurs catégories de jelonsiois grands criteres que soiit la
capacité des joueurs a s'engager de facon forswglleurs décisions futures,)(la nature de
l'information et {ji) le caractére statique ou dynamique du jeu. Celissification est
nécessaire car, selon le type de jeu auquel offiafz@t on n'‘emploie pas (nécessairement) les

mémes outils pour le résoudre.

Le dernier critere est simple. Ainsi, on dira dien qu'il est dynamique si le déroulement du
jeu procure de l'information a au moins un jouedans le cas contraire, il est statique. Le
premier critére renvoie aux deux grandes approcb@speératifvs non coopératif, autour

desquelles s'est construite historiguement la TERUr l'essentiel, I'approche coopérative

s'intéresse a la prise de décision collectivet-@'alire a des situations ou l'on doit décider en



commun de ce qu'il conviendra de faire. Il y a iaimse phase de négociation avant le
déroulement du jeu, cette derniere débouchantssighature d'un contrat exécutoire (i.e. qui
a force de loi) et par lequel les joueurs s'engagenles actions qu'il conviendra de prendre
au cours du jeu. L'approche non coopérative qualie&'attache a prévoir ce qui sera joué de
maniere spontanée par des joueurs entieremens lileréeurs décisions au moment ou ils font
leurs choix. Le point est qu'il peut alors y avoir non une phase de négociation avant le
déroulement du jeu, en vue de se coordonner panpge mais si négociation il y a, les

accords qui sont susceptibles d'étre passés nasfqrce de loi (par exemple, parce qu'ils
seraient illégaux). A ce titre, les joueurs, slignorent les engagements qu'ils auraient pu
prendre durant cette phase de négociation, lerfontpas parce qu'ils sont tenus de le faire

mais bien parce que cela sert leurs intéréts.

Le critére touchant a la nature de l'informationlegplus complexe. On distingue notamment
(i) linformation parfaitevs imparfaite, {i) l'information completevs incompléte et ifi)

l'information symétrique'sasymétrique selon le schéma suivant :

( parfaite

compléte

Information - A«

imparfaite - symétrique
| incomplete —

\ asymétrique

Schéma 1: les différents concepts d’information

De fagon générique, la distinction entre informafparfaite et imparfaite est simple. Ainsi, en
information parfaite, ®n sait tout» ou, plus exactement,ox sait que I'on saura tout ce qu'il
sera utile de savoir au moment ou il faudra prendme décisio». En revanche, en
information imparfaite, il y a au moins une chosetipente pour la prise de décision que l'on
ignore (toujours au moment ou il faudra prendre dé@sion). Ainsi, des joueurs qui agissent
a tour de role en observant a chaque fois ce @ §oué par les autres, comme aux échecs
par exemple, évoluent dans un contexte d'informatiarfaite. En revanche, s'ils le font sans
savoir ce qui a été joué auparavant, comme dan®ngcigre scellée pour l'attribution d'un

marché public par exemple, l'information est impiet



Par la suite, il s'avere que cette premiére distincn'est pas suffisante et il convient

également de savoir, lorsque l'information est irfgi@, si les joueurs connaissent avec
certitude les régles du jeu, ces dernieres inclllansemble des joueurs (qui joue ?), les
ensembles d'actions possibles (que peuvent farpleurs ?) et les fonctions de reglements
(combien obtiennent les joueurs ?). Si tel estakg tinformation est compléte ; dans le cas
contraire, elle est incompléte et elle devient afyique si certains connaissent mieux les
regles du jeu, le plus souvent les fonctions ddergégnt, que d'autres. On notera que
l'information complete est une hypothese forte demdains contextes (comme dans les
enchéres par exemple car elle suppose que chacuraitdes prix de réserve de tous) et
raisonnable dans d'autres (comme aux échecs panpéXe D'autre part, les modeéles

d'agence, d'anti-sélection et de signaux, dévebpméThéorie des Contrats et grandement
utilisés dans les domaines de I'économie du tradailla finance d'entreprise, de I'assurance,

de la fiscalité ..., sont des jeux a information agéymue.

III - Les jeux statiques

Les jeux statiques sont les jeux les plus simpleslgn peut rencontrer en TDJ. lls décrivent
des situations dans lesquelles chaque joueur jpaeseule fois et ce sans connaitre les choix
des autres. De ce fait, les décisions sont prigas dn contexte d'information imparfaite ; les

autres éléments nécessaires a la prise de désmbnen revanche, supposés connus de tous.

A) La bi-matrice des reglements

Un jeu est défini du point de vue formel par la & de trois éléments que sont I'ensemble
des joueursN ={1,...,n}, les ensembles de stratégifs ..., S, et les fonctions de
reglemenw;(-), i =1,..,n, ces dernieres étant définies sur le produit semé des
ensembles de stratégigs= S; X ... X S,, (Qui constitue I'ensemble des résultats possithies
jeu) et a valeurs danR. Ces différents éléments constituent ce que lopele la forme
normale du jeu(N,S, (u;);en). Dans le cas a deux joueurs, ils peuvent étre styséiséde
facon simple dans un tableau apgalénatrice des reglementgpour peu que les ensembles
de stratégies contiennent un nombre fini d'élémemsur illustrer, considérons le jeu (1)
dans lequel le joueur 1 joue en ligne et le jouzen colonne (par convention). La situation

décrite est celle de deux firmes qui se font comrwae par les prix. La premiere colonne liste
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les stratégies possibles du joueur 1, dans le czsept vendre a@rix basou aprix éleve
tandis que la premiére ligne décrit celles du joue(idem). Chaque cellule du tableau, en se
situant a l'intersection d'une ligne et d'une correprésente un résultat possible du jeu que
I'on renseigne en faisant figurer les reglementerais pour la combinaison de stratégies
considérée (le premier chiffre indique le profit iele second celui de 2). Concrétement, la
lecture du tableau indique que chaque firme obteend profit de 40 si elles fixent toutes les
deux un prix bas, que 1 obtiendra un profit de 0P un profit de 10 si 1 fixe un prix bas et 2

un prix élevé, etc.

prix bas| prix élevé
prix bas 40,40 100,10
prix élevé| 10,100 90,90

Bi-matrice 1 : le dilemme du Prisonnier

Par la suite, le probleme consiste a savoir cdepipueurs vont jouer, ici les niveaux de prix
gu’ils vont sélectionner, dans un contexte ou,lgcan connait toutes les données du jeu
(hypothese d'information complete), on n'observe ga que l'autre est en train de faire
(l'information est donc imparfaite). Qui plus estil est possible de discuter avant le
déroulement du jeu, chacun reste entierement dbrea décision au moment ou il fait son

choix (approche non coopérative).

B) Résolution par des relations de dominance

L'équilibre en stratégies strictement dominantes La résolution du jeu (1) est
particulierement simple car chaque joueur a uredéire qui est objectivement la meilleure.
En effet, quoi que fasse le joueur 2, 1 a toujonrdrét a jouelprix bascar cette stratégie
permet de meilleurs reglements (sHitavec40 > 10 dans |'éventualité ou 2 jouerpitix bas

ou 100 avec100 > 90 dans I'éventualité ou 2 jouergitix élevd. Similairement, quoi que
fasse le joueur 1, 2 a toujours intérét a jomex bascar, dans tous les cas de figure, son
réglement est meilleur comparé a celui que peraetasitre stratégie (soid ou 100 contre

10 ou 90, selon que 1 jougrix basou prix élevg. Dans ces conditions, les stratégies

optimales sont bien définies et le résultat du(fmw équilibre) est directement constitué du



couple de stratégigsy, s;) = (prix bas, prix bas) avec des réglements d'équilibre qui sont
alors donnés pau;, u3) = (40,40).

Le jeu (1) est plus connu dans la littérature deuterme dedilemme du Prisonnier. Sa
structure particuliere fait qu'on peut le résoudreappliquant ce concept de solution fort
gu'est I'équilibre en stratégies strictement domtigg et qui requiert que chacun dispose d'une
stratégie qui fasse mieux a tous les coups. Ceslegnes de décision dans lesquels les
interactions stratégiques sont, de fait, réduitefelr plus simple expressidrpeuvent
apparaitre d'un intérét limité. Pour autant, lerdiine du Prisonnier est d'une grande portée
car il montre que la poursuite de leurs intérétslgs agents peut conduire a un résultat qui
n'‘est pas optimal du point de vue collectif. Airgiand bien méme le caractéere optimal des
décisions individuelles ne souffre d'aucune disomssl s'avere que les joueurs jouent le seul
résultat qui ne soit pas un optimum de Pareto @aticplier, chacun verrait son reglement
s'améliorer, dd0 a90, s’ils jouaient(prix élevé, prix élevé)). Ce jeu est alors souvent mis
en avant pour rendre compte de situations ou laération mutuelle est bénéfique mais ou
chacun est incité a dévier de I'optimum collect,qui est socialement sous optimal dés lors
gue tout le monde agit de la sorte. De fait, de br@oses situations économiques obéissent a
de telles logiques. Tel est notamment le cas deelsades négociations sur l'emploi
lorsqu'elles ne sont pas obligatoires, de la suo&gpion des ressources naturelles, du

financement des biens publics (comportements difsagsager clandestin) ... .

L'équilibre par élimination de stratégies strictement dominées Une des limites de
I'équilibre en stratégies strictement dominantéga¥l n'existe pas pour une large classe de
jeux. Un second concept de solution, moins regtriest celui de I'équilibre par élimination
itérée de stratégies strictement dominées. Paustriiér, considérons le jeu (2) ci-dessous dans

lequel aucun joueur ne dispose de stratégie qpidimette de faire mieux a tous les coups.

X |y |z
1,0(1,2|0,1
b|03|01 20

Bi-matrice 2

% Dans de telles situations, se préoccuper de céoguées autres est inutile.



L'examen des fonctions de réglement montre aloede@joueur 2 ne jouera jamasar cette
stratégie est strictement dominée péquoi que fasse le joueur 1, joyepermet au joueur 2
d’obtenir de meilleurs reglements). Par la suitdagts la mesure ou il est inconcevable qu'un
joueur rationné| entendant maximiser son réglement, joue uneésiistrictement dominée,
la stratégiez apparait comme une option non pertinente pourrdédleme de décision du
joueur 2 auquel cas il est possible de I'élimir@n. aboutit ainsi a un jeu simplifié (voir
schéma 2) dont on peut considérer qu'il est logitpre équivalent au premier ... et dans
lequel la stratégibé du joueur 1 est devenue strictement dominée (tondellement donc a
I'élimination de la stratégie du joueur 2). Il y a donc la aussi possibilitélinigner cette
stratégie (i.e. on répéte le processus) pour abautin nouveau jeu réduit, logiqguement
équivalent au précédent ... et dans lequel il appqua 2 ne jouera jamaxs(carx est devenu
dominé pary). On converge ainsi vers un unique résultat : lefip (a,y). Le

« chairman’sparadox qui est un classique de la théorie du vote pgatement étre résolu

grace a ce principe d’élimination de stratégies idéss (mais non strictement ; voir 6-1).

X |yl z X |y X
al10|12/01| — all10(12| — aj|10|12| — allz2
0,3/0,1|20 b|03|0,1

Schéma 2 : équilibre par élimination itérée de strgégies strictement dominées

On notera que ce mode de résolution, s'il peut EFmplativement naturel, peut aussi
requérir des raisonnements assez sophistiquéspdetldes joueurs. Ainsi, avec la résolution
du jeu 2, on a implicitement supposgron seulement que 1 et 2 étaient rationnels engssi

(i) que 1 savait que 2 était rationnel (dans le casraire, si 1 ne sait pas que 2 est rationnel,
il n'est pas possible d'éliminer la stratébjeet (ii) que 2 savait que 1 savait que 2 était
rationnel (si 2 ne sait pas que 1 sait que 2 éstwzel, 2 ne peut pas anticiper que 1 ne jouera
jamaisb auquel cas il peut étre optimal de joMerUne difficulté avec cette hypothése dite de
connaissance mutuellest qu'elle est d'autant plus exigeante que lebrerd'itérations est
grand. D’autre part, un second probleme est qyedeessus peut ne pas converger vers un
unique résultat. En particulier, nombreux sontj&sx dans lesquels aucune stratégie n'est

strictement dominée (voir par exemple le jeu ()rdoplus loin) auquel cas tous les résultats

“Suivant Osborne et Rubinstein (1994), page 4, aitdér est considéré comme rationnel si « he is@awhhis
alternatives, forms expectations about any unkndvwas, clear preferences, and chooses his actiobedately
after some process of optimization ».



du jeu apparaissent comme des issues possiblesceoaoncept d'équilibre (en d'autres
termes, tout peut arriver). De ce point de vueyuildre de Nash qui est utilisé de facon
guasi-systématique dans les applications est ucepbmettement plus satisfaisant.

C) L'équilibre de Nash

1) Définition et détermination

Définition A l'origine, un équilibre de Nashest défini comme un résultat du jeu en lequel la
stratégie de chacun, compte tenu de ce que faiitd,aest optimale. En d'autres termes, en un
tel profil, personne n'est incité a s'écarter dstségie si l'autre en fait autant, ou bien eacor
et de facon équivalente, personne ne regrette @eagjoué compte tenu de ce qu'a joué

l'autre.

Détermination La détermination des équilibres de Nash d’'un gut ge faire de deux fagons.
La premiere, appliquant la définition, consisteéaifier qu’aucun joueur n'a intérét a changer
unilatéralement de stratégies au profil consid€ré.dernier sera alors en équilibre si la
déviation n’est pas rentable (strictement) pour que ce soit et ne le sera pas dans le cas
contraire (dans ce cas de figure, un joueur au snp@ut faire mieux en jouant autre chose
gue la stratégie qui lui est prétée). Ainsi, pagregle, le profil(b,x) du jeu 2 n'est pas en
équilibre de Nash car le joueur 1 n’a pas intéjéuarb maisa lorsque 2 jou& (en ce profil,

la déviation est donc rentable pour au moins uryou A contrario, le profi(a, y) forme lui

un équilibre de Nash cai) (I est effectivement optimal pour 1 de joweorsque 2 jous et,
réciproguement,ii) sachant que 1 jous il est effectivement optimal pour 2 de joyerLe
profil (a,y) constitue donc a la fois un équilibre par élimimatitérée de stratégies
strictement dominées et un équilibre de Nash, ceapstitue un résultat attendu. On montre
en effet que si un jeu admet un unique équilibregfimination itérée de stratégies dominées,
alors il admet aussi un unique équilibre de Nastcqjincide avec le premier

°D’autres propriétés intéressantes soptg fait qu’un joueur possédant une stratégietsment dominante la
joue a I'équilibre de Nashiji) le fait que les équilibres de Nash sont égalerdestéquilibres par élimination
itérée de stratégies strictement dominéesiiigt € fait que la réciproque soit fausse, i.e. dgsilibres par
élimination itérée de stratégies strictement dorsnde sont pas nécessairement en équilibre de Nastdeux
derniéres propriétés montrent que I'équilibre dstiNest un concept d’équilibre plus restrictif géguilibre par
élimination itérée de stratégies strictement doasn@lus restrictif au sens ou les conditions gléinande pour
gu’un profil puisse étre considéré comme un résdléguilibre sont plus fortes.
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L’intérét de cette premiere méthode est qu'elleseaple et rapide a mettre en ceuvre dés lors
gue I'on souhaite vérifier que tel profil est (dest pas) en équilibre de Nagtf. (e calcul des
équilibres de Nash dans leckairman’sparadox pour une illustration). Vis-a-vis d’'une
caractérisation compléte du jeu, elle ne sembl¢etois pas a priori bien adaptée dans la
mesure ou il convient de faire passer ce test s lesiprofil§. On peut néanmoins procéder &
la détermination des équilibres de Nash en faisaage d’'une autre méthode, couramment
utilisée dans la pratique, et qui requiert de deldes fonctions de meilleures réponseses

joueurs.

Par définition, une fonction de meilleure réponsécise, pour chaque stratégie que l'autre
joueur est susceptible de jouer, la ou les straségiie I'on a intérét & adoptekinsi, pour le

jeu (3) donné ci-dessous :

a B )

al10,7 | 4,2 | 8,8

+ +

bl 6,3 55192
+ 4+ |+

Bi-matrice 3 : calcul de I'équilibre de Nash par ls meilleures réponses

on voit que 1 aura intérét a jougisi 2 jouea (car10 > 6), b si 2 jouep (car5 > 4) et de
nouveaub si 2 joued (car 9 > 8). Cette fonction, définie sur I'ensemble de sgia® du
joueur 2 et a valeurs dans I'ensemble de stratélgigsueur 1, constitue la meilleure réponse
du joueur 1. On la représente dans la bi-matricemamuant dans chaque colonne, c'est-a-dire
pour chaque stratégie du joueur 2, le reglementimaxdu joueur 1 (chaque croix permet
donc de repérer la stratégie qu'il est optimal dode jouer face a la stratégie du joueur 2 qui
est considérée). Similairement et en s'intéressg@nésent au joueur 2, ce dernier aura intérét
a jouerd si 1 jouea (caruy(a,d) =8 > uy(a,a) =7 > uy(a,B) =2) etp si 1 joueb (car
u,(b,B) =5>uy(b,a) =3 > u,(b,8) = 2)). Cette regle, jouer si 1 jouea et fsi 1 joue

b, constitue la meilleure réponse du joueur 2 ;eoreprésente dans la bi-matrice en marquant

d'une croix les reglements afférents (techniquem@mtidentifie donc dans chaque ligne le

® Il existe une littérature trés riche traitant dwlgéme du temps de calcul que peut requérir lardénation
d’'un équilibre de Nash (en général et pour deslfasnparticulieres de jeux non coopératifs) ; yar exemple
McKelvey et McLennan (1996), Fabrikagttal. (2004) et Daskalakist al. (2009).

" Mathématiquement, lorsque plusieurs stratégiesemmeilleure réponse, cette fonction prend lanéod’une
correspondance.



reglement maximal du joueur 2). Pour finir, un éQueé de Nash étant un profil en lequel les
stratégies sont en meilleures réponses les unesaatigs, ne reste plus qu'a repérer
I'intersection des meilleures réponseen localisant la cellule ou il figure deux crobe(qui

témoigne de l'optimalité croisée des stratégieandle cas présent, cela se réalise au profil

(b, B)-

Nash (1950) a établi que I'existence de I'équilidpue porte son nom est garantie pour une
large classe de problemes dés lors que l'on aettess joueurs a jouer, le cas échéant, de
maniere aléatoire (notion de stratégies mixtesir i® b) du paragraphe 3). L'une des

applications les plus classiques de I'équilibreNdsh concerne I'analyse des situations de

duopole (voir 6-2).

2) Justification

Ce formalisme étant posé, reste a savoir maintepauntquoi les joueurs, mis en situation,
joueraient I'équilibre de Nash. La réponse a ogtikestion n'est pas évidente car, comme le
souligne Cahuc (1998), le concept de I'équilibre de Nash ne nous dit pasiroent les
joueurs aboutissent au choix de leurs stratégiégudlibre» (au contraire de I'équilibre par
élimination itérée de stratégies strictement doesngar exemple). Pour ce faire, on dispose

toutefois de plusieurs arguments relativement feagents.

Le premier consiste a exploiter I'asppoint fixe de I'équilibre de Nash (i.e. le fait quai«on

y est, on y reste car, par définition, personne n'est incité angiea de stratégies en un tel
profil) pour linterpréter commééquilibre de long terme d'un processus d'ajustemet

(qu'il reste a préciser). Un intérét de cette pr&ation est de mettre I'accent sur les processus
d'apprentissage qui sont développés par les jowans un contexte de rationalité limitée (et
gu'il convient de ne pas sous-estimer). A ce tihe, est souvent avancée en théorie des jeux
évolutionnistes ou les joueurs peuvent agir derfagds mécaniqiie Une difficulté toutefois

est que la nature du processus joue, rien ne ggsant en toute généralité que I'on converge

8pour étre plus précis, on peut supposer par exequaieles joueurs jouent a tour de role et sélestinhde
facon myope, aprés avoir observé ce qui viented@mé par l'autre joueur, une stratégie leur ptemede
maximiser leur réglement courant. Sous ces hypethes partant du point initigk, @), on obtient lorsque 2
joue en premier la séquente, a) — (a,6) — (b,8) - (b,B) — (b,B) ---. Cette derniére converge alors vers
(b, B) et, trées naturellement, réplique ce profil a cangtu moment ou il a été atteint. De ce point de, vu
I'équilibre de Nash apparait bien comme le prdibttatégies qui sera joué a terme par ce typeuselys.
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bien vers ce qui constitue le point fixe du proassyoir annexe pour un exemple). Dans de

tels cas de figure, le concept de I'équilibre dehNaerd beaucoup de son intérét.

Le second argument, plus méthodologique, consistgarder I'équilibre de Nash commne
critere minimal de prédictibilité . Ainsi, toute théorie, parce qu'elle doit débouche une
prédiction quant a l'issue du jeu, se doit de peddln profil qui est en équilibre de Nash car il
faut que les joueurs soient préts a le jouer. Damras contraire en effet, i.e. si la théorie fait
une preédiction qui n'est pas en équilibre de Nashjoueur au moins peut faire mieux en
jouant autre chose que ce que la théorie prédityea alors toutes les chances pour que la

théorie soit infirmée (et donc rejetée).

Pour finir, le dernier argument consiste a regaféguilibre de Nash comman équilibre a
anticipations rationnelles avec des prophétiegi.e. des prévisionsputo-réalisatrices
Reprenant le jeu (3), I'idée de facon informellel@suivante. Dans un premier temps, on fait
I'hypotheseij que 1 pense que 2 va joyeet (i) que 2 pense que 1 va jodePar la suite, Si
ces anticipations qui sont tenues pour certainaspé@rle de croyances) sont a ce stade du
raisonnement totalemeatd hog le point est que si 1 pense que 2 va jQRiell a intérét a
jouerb et si 2 pense que 1 va jougril a intérét a jouep. En conséquence, au profh, ),

() le joueur 1 en jouart confirme l'anticipation de 2 et le bien-fondé p@uite jouers et (i)

le joueur 2 en jouanfconfirme l'anticipation de 1 et le bien-fondé pdude jouerb. Sous
cette forme, un équilibre de Nash apparait done beenmeun équilibre en stratégiesil est
effectivement optimal pour les joueurs de jouerd@atégies qu'ils sont censés joumrec

des anticipations qui sont correctesi.e. chacun a bien prévu le comportement deréaut

Pour conclure, il est important de noter que toes profils ne passent pas ce test de
cohérence. Ainsi, au résultd, §) par exemple, s'il est effectivement optimal powteljouer

b s'il anticipe que 2 joué, le fait de jouerd pour le joueur 2 se justifie uniquement par
I'anticipation selon laquelle 1 jowe De ce fait, le profila, §) est rationalisable mais sur la

base d'une erreur d'anticipation chez le joueweZjui lui confére un intérét limité du point

de vue théorique (il est en effet plus satisfaisd@atconstruire une théorie du choix en

considérant que les joueurs ne se trompent paspats a terme).
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3) Existence et multiplicité des équilibres de Nash

a) La question de la multiplicité : le réle des conventions

La bataille des sexesle Luce et Raiffa (1957) est un jeu qui illustre pgoblemes que pose
la multiplicité des équilibres de Nash. Les sitoiasi dont il rend compte font souvent jour en
Economie Industrielle avec la question de l'adoptaes normes techniques notamment
(chaque firme gagnerait a ce gqu’'un standard unémerge sur le marché et chaque firme
gagnerait encore plus a ce que ce soit le proprelatd qu’elle a développé qui soit adoptée).
L'histoire est (précisément) la suivante. Deux qames, John et Mary, ont sympathisé au
cours d'un voyage en avion. lls souhaitent se rawais leur timidité les a dissuadés de se
demander leur numéro de téléphone. Compte tenprdpss échangés, ils savent toutefois (
gue John doit se rendre a un match de boxe cees@i) que Mary doit aller a I'opéra le
méme soir. Chacun dispose ainsi de deux stratéggegndre au match de boxe ou se rendre a
l'opéra, pour pouvoir se revoir. Une difficulté tefois est que chacun a également une petite
préférence qui lui est propre s'agissant de I'endtp dans l'idéal, les retrouvailles devraient
se faire (en l'occurrence au match de boxe poun,JdH'opéra pour Mary). D'autre part,
chacun souhaiterait également éviter la situatammsdaquelle John se rendrait a I'opéra tandis
gue Mary irait au match de boxe. Dans ce cas dedign effet, les joueurs ne se revoient pas

et assistent a une manifestation qui n‘a pas l&fénmnce.

Une bi-matrice des reglements représentative deuw;eavec John qui joue en ligne et Mary
en colonne, est donnée par le tableau (4). Le kdi&Esimeilleures réponses établit alors que
ce jeu admet deux équilibres de Nash que sapiér§ opérg et poxe boxg. Dans la mesure

ou le premier équilibre a la préférence de Marlg etecond celle de John, se pose la question

de savoir si les joueurs vont parvenir a se coardoaur un équilibre et, si oui, sur lequel.

opéra| boxe

opéral 2,3 | 0,0
+ +

boxe | 1,1

+W
+DN

Bi-matrice 4 : la bataille des Sexes (Luce et Raiffd957)
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Ce probleme de la sélection d'un équilibre parjteurs se résout en regardant si un
équilibre se différencie des autres. Si tel estdg, chaque joueur dispose d'un moyen pour
distinguer cet équilibre et, surtout, chacun sa# fautre dispose aussi de ce moyen, ce qui
peut permettre de se coordonner. Les critéeres'gug@éut utiliser sont tres divers. lls peuvent
notamment étre objectifs, on parle alorsatiéere de raffinement, ou subjectifs, on parle

alors depoint focal (Schelling, 1960). Ainsi, pour le jeu suivant :

oui | non

oui | 2,2 10,0
+ +

non{ 0,0 1,1

+ +

Bi-matrice 5 : équilibre de Nash et Pareto optimaté comme critére de raffinement

il semble raisonnable de considérer que les joueams jouer I'équilibre de Nastoui, oui)

qui domine au sens de Pareto I'équilibnen, non). De fait, 100% de nos étudiants a qui
nous avons soumis I'expérience joue effectivemerrofi®. Similairement, les expériences
meneées par Cooper et al (1993) et Rubinstein (1®@@)trent que, invités a jouer a la Bataille
des Sexes, 60 a 80 % des sujets joumpérg opérg. De ce fait, cet équilibre parce qu'il est
joué de fagon fréquente constitue aux yeux desujsuen point focal. Cette tendance peut
s'expliquer par le role joué plas conventiongque I'on peut regarder comme moyen de se
coordonner sur un équilibre de Nash Bien évidemment, les joueurs ne sont pas
(nécessairement) indifférents au choix de la coteemais le grand apport de la TDJ est de
montrer que, si convention il y a, c'est nécessarg un équilibre de Nash car les agents
doivent avoir intérét a la respecter. L'exemplalitiannellement donné est celui du code de
la route. Ainsi, sur une route de montagne ou dmnducteurs doivent se croiser dans un
virage,rouler sur sa droitesont deux stratégies qui sont en équilibre de Nagte méme que
rouler sur sa gauchési I'un des conducteurs roule sur sa gauchetrBaa également intérét a
ne pas respecter la convention et a rouler suasahg de facon a éviter la collision). De ce
point de vue, le code de la route est une convermfio permet aux joueurs de se coordonner

sur un équilibre de Nash.

°Ce critére n'est toutefois pas suffisant. Ainsistpie le réglement du joueur 1 passe)@e—1000 lorsque 1
joue oui et 2 joue non, les autres réglementsmegtahangés, il s'avere qu'une large majoritdudiants jouent
I'équilibre de Nash{non,non). Par la suite, si 'on comprend bien pourquoioleeur 1, désireux de limiter le
risque, joue non, le point remarquable est qu'iv@mle méme pour le joueur 2 qui anticipe désdseez bien
cette modification du comportement du joueur 1.
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b) La question de I'existence : les stratégies mixtes

Le matching penniesLe matching pennies est un jeu a information irfgi@ dans lequel
deux joueurs, 1 et 2, doivent dévoiler le cotéade piece. Si chacun montre le méme c6té, le
joueur 1 gagne la piéce du joueur 2 et il perdiéaree dans le cas contraire. Le tableau 6
donne la bi-matrice des reglements de ce jeu déquilalent francais est Pierre, Feulille,
Ciseaux® et dont le calcul des meilleures réponses montfié mjadmet pas d’équilibre de
Nash : quel que soit le profil considéré, un jouauen effet toujours intérét a changer de
stratégie par rapport a celle qui lui est prétée gxemple, au profi{Pile, Pile), le joueur 2
n‘a pas intérét a jouePile mais Face. Comme le souligne Gibbons (1992), une
caractéristique du matching pennies est que chacuerait induire l'autre en erreur car
gagner requiert que l'autre se trompe sur ce queva faire (on se remémorera qu’'un
équilibre de Nash est un équilibre en stratégies aes anticipations qui sont correctes), une
propriété qui fait également jour au poker, au lfalitavec I'exercice des pénaltys ou bien
encore dans les batailles militaires. Dans de gediguations, clairement, aucun résultat
(s1,52) € §; X S, ne peut étre en équilibre de Nash. Il est tousebaissible de construire un
equilibre mais a condition de permettre aux jouelusliser des stratégies mixtes, c'est-a-dire

de jouer de maniere aléatoire.

Pile | Face
Pile | 1,-1| -1,1
+ +

Face | —1,1|1,-1

Bi-matrice 6

Le prolongement mixte du jeuFormellement, une stratégie mixte est une disivbute
probabilités, éventuellement dégénérée, sur legégfiess; € S; du joueuri (ce dernier est
donc supposé jouer au hasard). Dans le cadre dehimgt pennies ouS; =S, =
{Pile, Face}, elles s’écrivent de fagon formellg = (p,1 —p) eto, =(q,1 —q) avecp
(resp. q) la probabilité que le joueur 1 (resp. le jouelrjdue Pile. Dans ce cadre, les

ensembles de stratégies des joueurs sont consttudsutes les lois de probabilisg =

191 es amateurs ne manqueront pas de consultecladiErwan Le Duc, ®ierre, feuille ou ciseaux, |a est la
guestion», Le Monde, édition du 06/11/09.
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{(p,1-p) ER?*lpe[0,1]} et S, ={(q,1—q) € R?*|q € [0,1]} et le produit cartésien

§; X 8§, donne I'ensemble de toutes les loteries :

(Pile, Pile) (Pile,Face) (Face,Pile) (Face, Face)

L q) =
pq p(1-q) (1-p)q 1-pa-9

qui sont ainsi constituéEs Graphiquement, ces loteries peuvent étre repiésgudans le plan

(p, @) par un carré de longueur 1 (voir la figure 1).

Par la suite, il convient pour compléter la deswip du jeu de calculer les reglements
Vi(oy,0,) etV,(ay,0,) dont bénéficient les joueurs lorsqu’ils font usalgetelles stratégies.
Dans ce contexte, le point est alors que, les jsupwant de maniére aléatoire, il en va de
méme pour le résultat du jeu et, ce faisant, peairéglements des joueulEx ante on a ainsi

et précisément :

uy(Pile, Pile) =1 wuy(Pile,Face) = —1 wu,(Face,Pile) = —1 uy(Face, Face) = 1

]
iy
Il

pq p(1—q) (1-p)q 1-pA-9

u,(Pile, Pile) = =1 wu,(Pile,Face) =1 wu,(Face,Pile) =1 u,(Face, Face) = —1

D
N
Il

pq p(1—q) (1-p)q 1-pA-9

Par la suite, sous I'hypothése de neutralité artédu risque, les préférences des joueurs sur
les loteries peuvent étre représentées par lererité gain espété On a alors en ce qui

concerne la fonction d'utilité du joueur 1 :

E [i,] PA-@)+A-plgl X (D +[pqg+ 1 -pA-q@]x1
= 4pgq—2p—-2q+1

= o

M La construction de ces loteries se fait sous wpothése d’'indépendance (on dit aussi que leségiest
mixtesa; eta,ne sont pas corrélées).

12 Pour une présentation claire et compléte de lariéde la décision en situation d'incertitude et s
applications, le lecteur intéressé pourra se réféfeayatte (2004).
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et similairement pour le joueur 2 :

Elt] = pgx(D+p(l-q@)x1+A-p)gx1+1A—-p)(1—q)x(-1)

= 2p+2q—4pq—1

= Ve

La structure{N, 8,8, V1 (+),V,(+)} ainsi construite constitue alors le prolongementtendu
jeuinitial {N, Sy, S5, u; (), u2 (D}

Calcul de I'équilibre de Nash en stratégies mixteke calcul de I'équilibre de Nash dans
cette forme normale étendue est similaire a calus@pplique en stratégies pures. Dans un
premier temps, il s’agit de déterminer pour le joudé une meilleure réponse mais en

stratégies mixtes en résolvant le programme :

max Vilp,q) =4pq—2p—2q +1

(les deux contrainte8 < p < 1 carp est une probabilité). Par la suite, la déerivédg/dp
étant égale &q — 2, la fonctionV, (,q) est croissante (strictement) priorsqueq > 1/2,
décroissante (strictement) lorsqge< 1/2 et prend une valeur constante 1giip, 1/2) = 0
lorsque g = 1/2. Dans ces conditions, la meilleure réponse duuoue notéep*(q),

s'écrit™:

(0 si 0<q<1/2

p'(@ = {[01] si g=1/2

|
\1 s 1/2<q<t

On notera que cette meilleure réponse en prendmirtee dune fonction a seuilrend compte
d’'un comportement simple. Elle énonce en effet ¢pigoueur 1 joueraPile sl y a
«beaucoup de chancespour que 2 joudPile, «beaucoup de chancesau sens ou la

probabilité g en étant supérieure a 1/2 est forteFate dans le cas contraire. Par ailleurs,

13 La notatiorp*(g) = [0,1] se lit comme «ne valeur quelconque mais positive et inférieutarité ».
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lorsque la probabilitg est précisément égale a 1/2, toutes les stratagideso; = (p, 1 —
p) sont en meilleures réponses dont, en particulesr,stratégies mixtes dégénéregs=
(1,0) eta; = (0,1) qui font jouer au joueur 1 les stratégies pures: Pile et s; = Face

avec certitud¥'

La fonction de reglemernit,(p, q) étant de la méme facon linéaire @avecdV,/dq = 2 —

4p, la meilleure réponse du joueur 2 en stratégiesamiest donnée par :

{1 si 0<p<1/2

qg*(p) = 1[01] si p=1/2

0 si 1/2<p<1

La représentation graphique pigq) etq*(p) dans le plar{p, g) (cf. fig. 1) montre alors que

ces deux meilleures réponses se coupent au @oit = (1/2,1/2), ce qui correspond a

I'équilibre de Nash en stratégies mixtes du jed'é4uilibre, chaque joueur joue donc pile
avec une probabilité de 1/2 et face avec la prdi@bbomplémentaire (soit encore 1/2).

0.75T

0.5

Figure 1 : détermination de I'équilibre de Nash erstratégies mixtes — le matching pennies

e joueur 1 étant indifférent entre les deux sy puresile et face lorsqueq = 0.5, on aV;(1,0.5) =
1(0,0.5) et de facon plus général®; (1,0.5) + (1 — 1)V;(0,0.5) = V;(1,0.5) = V,(0,0.5), VA € [0,1]. De ce
fait, le joueur 1 est bien indifférent entre toutsss stratégies mixtes, = (1,1 — 1), 1 € [0,1], lorsque

q = 1/2. Comme apparent, cette propriété tient a ce gsidoections d’utilité des joueurs sont linéaires en
probabilité. A ce titre, le fait que les fonctiods réactions soient des fonctions a seuil ne dénbylas de
I'hypothése de neutralité face au risque mais, géreralement, de I'axiomatique VNM.
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Commentaires L’'un des grands intéréts des stratégies mixtedeésians le théoreme
d'existence de Nash (1950) qui énonce que toufifetr admet au moins un équilibre de
Nash en stratégies mixtes. Certains économistesc@eavaincus par I'idée que les joueurs
puissent jouer de maniere aléatoire, exprimenbpaune certaine réticence face a l'intérét de
ce théoréme mais I'on ne perd rien a adopter Uieeafgproche. En effet et comme souligné a
plusieurs reprises dans le texte, figurent parsisteatégies mixtes; = (p, 1 — p) du joueur

1 (mutatis mutandiglu joueur 2) les stratégies mixtes dégénéoges (1,0) et o; = (0,1)

qui décrivent des situations dans lesquelles leyod joue les stratégies puieie et Face

En procédant de la sorte, on ne fait donc qu’étetalr ensembles de stratégies des joueurs et
I'on ne voit alors pas pourquoi des décideurs n&ragent pas jouer de maniéere aléatoire si
jamais ils considéraient qu'il était optimal defdge. D’autre part, un second argument est
gu'un équilibre en stratégies mixtes recoit diffées interprétationsc{ en particulier
Osborne et Rubinstein (1994), pp. 37-44) qui peunadors lui conférer un caractére tres
convaincant selon le contexte. Dans le cas du nmgtcpennies, on peut notamment le
regarder comme déterminant la fréquence avec lequeljoueur doit faire usage de telle ou
telle stratégie dans un cadre répété ou l'on joyduaieurs reprises a ce jeu, avec des
décideurs qui s'attachent a estimer sur la baseagss précédents ce que fait I'autre. Dans
un tel contexte, on concoit alors qu’un joueur jguieraitPile a tous les coups ou, de fagon
moins excessive, 3 fois sur 4, adopterait un coteptent qui a clairement toutes les chances
d’étre perdant a terme, cela au méme titre qu’oitbileur qui tirerait toujours un pénalty sur
sa droite ou un joueur de poker qui miserait umaegmt lorsqu’il a du jeu. Le jeu de
linspection que I'on présente en 6-3 constitue application économique classique des

stratégies mixtes.

IV - Les jeux dynamiques : résolution par la récurrence a rebours

Par définition, un jeu est dynamique lorsque samulément procure de l'information a au
moins un joueur. Ce type de jeu peut étre résoliacten satisfaisante au moyen de I'équilibre
de Nash a condition de I'accompagner d'une comd#tipplémentaire dénomméeritére de
perfection» (on parle précisément d'équilibre de Nash gaefaisous-jeux). Toutefois, d'un

strict point de vue opérationnel, cette facon deefast véritablement utile uniqguement dans

5 Un jeu fini est un jeu dans lequel les ensemblessulatégies des joueurs contiennent un nombre fini
d'éléments.
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les jeux infiniment répétés qui présentent la paldirité de ne pas avoir de fin (ou dont la
date de fin n'est pas connue avec certitude). Rsujeux restants, la pratique consiste a

résoudre en utilisaiequilibre parfait qui est simple a mettre en ceuvre.

A) ...lorsque I'information est parfaite

Les jeux dynamiques a information parfaite présgnteux grandes caractéristiques) :ce
sont des jeux séquentiels ou les joueurs jouentiade réle, dans un ordre prédéterminé, et
(i) au moment de prendre sa décision, chacun sajtice été joué auparavant (on dit aussi
gue les joueurs, au moment ou ils ont la main, amsent I'histoire du jeu). L'arbre n°1 qui
décrit une version simplifiée delabataille publicitaire» en fournit un exemple. La situation
considérée est celle d’'un marché sur lequel demes se livrent a une concurrence hors prix
pour attirer les consommateurs (le prix, en étax# fle maniere discrétionnaire par les
autorités publiques par exemple, n’est donc pasvanable de décision). Dans un premier
temps, on suppose qu’un joueur, ici la firme 1t décider de son budget publicitaire sachant
gue trois enveloppes, 0, 5 ou 10, sont possiblexhBix arrété, un second joueur, la firme 2,
prend la main et décide a son tour de son investisat publicitaire toujours parmi les trois
valeurs possibles 0, 5 ou 10. A la derniere étkgseprofits qui dépendent de la combinaison
d'actions jouées sont versés aux joueurs ; cesmegits sont indiqués aux nceuds terminaux

de l'arbre (le premier chiffre donne le réglemanjalieur 1, le second celui du joueut®2)

Une méthode de résolution naturelle consiste @as placer a la fin du jeu et a déterminer
les choix optimaux du joueur qui joue en derniemgile cas présent 2, et ce pour tous ses
nceuds de décision, c'est-a-dire a chaque fois egt'isusceptible d'avoir la main. Ainsi, au
noeud de décision 2] c'est-a-dire en considérant que 1 ne fait pgsubécité, on voit que 2
investira5 car95 > 90 > 50 (dans ce cas de figure, un petit investissemena qert du

joueur 2 suffit pour capter l'intégralité de la dmmde). Similairement, 2 investired (car

Bpjus précisément, le prix étant fixé, il en va d&me pour la demandg et la part de marchg, de I'entreprise

1 (respectivement, de I'entreprise 2) est déterminée par son effddtif. On a ainsiv, (I, 1,) = L/l + I,
avecl, etl, les investissements publicitaires des firmes 2 &n I'absence de publicité, = I, = Oet a; =

a, = 1/2). Les valeurs reportés dans l'arbre 1 s’obtieneentonsidérant que= 1, D = 100 et que les colts
de production, hors budget publicitaire, sont nuls.

" e premier chiffre indique que c'est le joueur & g la main, le second indique le numéro du nosud d
décision.
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50 50

0
0 85
0 90
95 0
b
45 45
28.3 56.7
90 0
10
56.7 28.3
40 40
Arbre 1 : la bataille publicitaire
0 5
o & 0 85
2:1
5 10
o & 283 56.7
1:1 2:2
10 10
o & 40 40
2:3

Arbre 2 : la bataille publicitaire — jeu réduit
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56.7 > 45 > 0) au nceud 2:2, c'est-a-dire si 1 investitet encorel0 au nceud 2:3 (car
40 > 28.3 > 0), c'est-a-dire si 1 investli0.

Par la suite, les choix du joueur 2 ayant été deéters, le joueur 1 est en mesure d'anticiper
les actions qui seront jouées par 2 selon qu'iejou5 ou 10 et, en conséquence, les
reglements qui sont associadine a chacune de ses stratégies. Ainsi, par exemphat gju'il
obtiendra 0 s'il n’investit pas car, derriere, 2 jouerg =5 (immanquablement).
Similairement, 1 sait qu'il ne peut espérer obt8ais'il investit5 car il faut pour cela que 2
joue I, = 0 dans ce sous-jeu, ce qu'il ne fera pas (désireusnaximiser son reglement, 2
jouel, = 10 si 1 jouel; = 5). Le comportement du joueur 2 étant parfaitemeétipible, on
peut dés lors considérer que 1 joue a un jeu didpheprésenté par l'arbre n°2, que l'on
obtient en éliminant dans chaque sous-jeu de éatbles actions qui ne sont pas jouées par 2.
Compte tenu de cette réduction, il est alors optpoar 1 d’investirl0 (car40 > 28.3 > 0)
auquel cas 1 joué = 10 suite a quoi 2 joudé, = 10 (résolution en cascade). Cette suite
d'actions représentééquilibre parfait du jeu. Techniquement, on l'a déterminé en
appliguantune récurrence a reboursgque I'on peut regarder comme un élagage progrssif
l'arbre de jeu (le chemin ainsi identifié représele déroulement du jeu a I'équilibfe)
L’'analyse du duopole de Stackelberg constitue Uostriation classique de ce principe de
résolution (voir 6-4).

B) ... lorsque l'information est imparfaite

Une méthode de résolution similaire s'applique plesr jeux dynamiques a information
imparfaite. On se propose de l'illustrer en consdé une version simplifiée du jeu des

paniques bancaires de Diamond et Dybvig (1983).

Description du jeu Deux investisseurs, 1 et 2, ont déposé chacursaimene deD euros sur
un compte commun auprés d'une banque d'affairees|@ investies dans un projet de long
terme. Si la banque doit liquider son investissdnasant qu'il n‘arrive a maturité, seul le

montant de2r, avecr < D, peut étre recouvert (i.e. dans ce cas de figiopération est

18 Un jeu peut admettre plusieurs équilibres parf@isla peut survenir notamment lorsqu'un joueur &stn
moment donné du jeu, indifférent entre deux acti@ans ce cas, il convient de distinguer deux ekngue le
joueur en question joue l'une ou l'autre de casratVoir par exemple le jeu d’ultimatum présepités loin.

21



déficitaire). En revanche, si l'investissementvard maturité, le rendement (brut) du projet
est2R avecR > D (i.e. dans ce cas de figure, il y a bien un regurinvestissement). Les
investisseurs peuvent retirer leurs fonds a deuxemts : ent = 1, avant que le projet
n‘arrive a maturité, ou em= 2 apres que le projet soit arrivé a maturité. Sidesx joueurs
retirent leurs fonds en= 1, chacun recoit et le jeu se termine ; si maintenant un seulaetir
ent = 1, celui qui retire recouvre ses fond®) tandis que l'autre recoit le solde — D et le
jeu se termine. Pour finir, si personne ne retiré € 1, le projet arrive a maturité et I'on doit
a nouveau décider grn= 2 si lI'on va ou non a la banque pour retirer sedsohe partage des
fonds disponibles se fait alors selon une regldlaira (2R — D pour celui qui retire dans
I'éventualité ou un seul se rendrait a la bangeedernier récupérant son capitdl) (et

l'intégralité des intérétR — D), R pour chacun dans les deux cas restants).

ReprésentationL'arbre de jeu n°3 donne la représentation degdgvecd = 10, r = 8 et
R = 30). On remarquera que les nceuds de décision durj@ieant reliés, a chaque étape,
par unensembledit d'information (cf. les ensembles numérotés 2:1 et 2:2). Cela siggife
le joueur 2 au moment ou il a la main, parce au@ikait pas ce que le joueur 1 vient de jouer,

ne sait pas précisément ou il se situe dans l'arbre

oui

10 8

_ 20 20
oul

30 10

10 30

non

20 20

Arbre 3 : les paniques bancaires
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Résolution On utilise une méthode qui reléve de la méme logigue l'induction a rebours si
ce n'est qu'il convient, pour pouvoir appliquerdégurrence, de résoudre a la derniére étape,
dans le sous-jeu qui fait suite aux actionsn( non), (i) non pas des problémes de décision
simples a un agent (le fait que les deux nceuds2disidn du joueur 2 soient reliés par un
ensemble d'information interdit de remonter) maenlgi) un probleme de décision a deux
joueurs dans lequel chacun joue sans connaitigoi® de I'autre. Pris isolément, le sous-jeu
qui fait suite aux actionsnén non) forme donc un jeu statique que l'on peut résowdre
appliguant I'équilibre de Nash. La bi-matrice cep@ndante étant donnée par (7), ce dernier

se révéle étre donné pauf, oui)™.

oui non
oui R,R 2R—-D,D
+ + +
non D,2R+—D R,R

Bi-matrice 7 : les paniques bancaires — équilibree@lNash du sous-jeu a I'étape 2

Par la suite, connaissant ce que les joueurs jauside jeu atteint I'étape 2, on remonte d'un
cran et I'on remplace le sous-jeu qui fait suika suite d'actionsnpon non) par ses réglements
d'équilibre, soit icR, R). On obtient ainsi un jeu réduit (voir I'arbre 4rd la bi-matrice des
réglements est donnée par le jeu 8. Le calcul dekenres réponséSmontre alors que ce jeu
réduit admet deux équilibres de Nash que soui; Oui) et (1on non). On en conclut que le
jeu initial admet deux équilibres parfaits : unmrer constitué du couple d'actiormu{, oui),

ce qui génere des reglementsrdagour chacun des joueurs, et un second constitle sléte
d'actions fon, non) suivi de 6ui, oui), ce qui génere des reglements”Ri@our chacun des

joueurs.

®CommeR > D, ul(oui, oui) =R>u (non, oui) =D etu, (oui, non) =2R-D > ul(non, non) = R.
La meilleure réponse de 1 consiste donc higa éller a la banque si 2 y va &) & aller a la banque si 2 n'y va
pas. Par symétrie, il en va de méme pour le joRertrle jeu 6 admet bien un unique équilibre dehNde profil
(oui, oui).

“Commer < D, u,(non,oui) = 2r — D =r +r — D < r = u, (oui, oui) et il est optimal pour 1 d’aller retirer
ses fonds si 2 y va (similairement, 2 jooxi si 1 joueoui). Si maintenant 2 s’abstient, 1 fait de méme car
uy(non,non) = R > D = u,(oui,non) (de la méme facon, il est optimal pour 2 de jow@rsi 1 jouenon).
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Arbre 4 : les paniques bancaires — jeu réduit

oui non
oui r,T D,2r—D
+ +
non| 2r—D,D R,R
+ +

Bi-matrice 8 : les paniques bancaires — équilibree@lNash du jeu réduit

Le premier équilibre peut s'interpréter comame panique bancaire Ainsi si 1 pense que 2
va retirer ses fonds, la meilleure réponse de Eistmna retirer ses fonds et réciproquement.
Cet équilibre est dominé au sens de Pareto pautra aquilibre, celui par lequel les deux
investisseurs attendent demain pour retirer leargld, qui leur permet d'améliorer leurs
reglements. On interpréte ce résultat en énonganlegmodele, s'il ne prédit pas le moment
ou les paniques bancaires se produisent, montrdegupaniques bancaires lorsqu'elles se
produisent sont un phénomene d'équilibre (avecadests qui se comportent alors de facon

tout a fait rationnelle).

C) Critiques et limites

Si la récurrence a rebours apparait comme une fageaz naturelle de résoudre un jeu

dynamique, elle peut aussi requérir, dans certangextes, des raisonnements excessivement
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sophistiqués qui vont sans nul doute dépassefescités cognitives des joueurs. L'exemple
traditionnellement donné est celui des jeux d'éshgmnt on sait qu'on peut le résoudre
récursivement (Théoréme de Zermelo (1913)) maist donne connait pas la solution,
essentiellement parce que le nombre de décisi@malgser est trop important. D'autre part,
force est de constater que les joueurs ne jouemtt@ajours I'équilibre parfait, comme
lillustrent les expérimentations du jeu du millaties de Rosenthal (1981) et celles du jeu

d’ultimatum.

Le jeu du mille-pattesest un jeu dynamique a deux joueurs, notés 1adr lequel chacun

a a tour de role I'occasion de s’emparer de la ghasde part d’'un magot qui croit a chaque
étape. Des qu’un joueur choisit de prendre sa patipn notée STOP, le jeu s’arréte tandis
gue l'autre action, notée ENCORE, fait qu’il conign L'arbre 5 présente une version a Six
étapes (la version originale en contient 100).eSijbueurs jouent ENCORE a chaque étape,
on parvient au dernier sous-jeu avec 1 qui obtieet 2 qui obtient 5. L’application de la
récurrence a rebours montre alors que 2 jouera ST @Pderniére étape (ce qui lui permet
d’obtenir 6 contre 5 s’il joue ENCORE) de sorte gad'étape précédente, 1 a intérét a jouer
STOP qui lui rapporte 5 contre 4 s'il joue ENCOREet ainsi de suite jusqu’a I&1étape

ou 1 joue STOP de facon a gagner 1 plutét que Dédilibre, le jeu s’arréte ainsi des le
premier coup, ce qui n'est pas Pareto optimal. exgeeriencescf. notamment McKelvey et
Palfrey, 1992) montrent alors que ce résultat prgdr la théorie sort trées rarement, une
certaine coopération entre les joueurs apparaidsaplus souvent (les sujets cooperent
toutefois rarement tout au long du jeu). Le sew oa I'équilibre parfait est effectivement
joué est celui dans lequel les sujets de I'expédesont des joueurs d’échec expérimentés
(Palacios-Huerta et Volij, 2009) ... et dont on ppahser qu’ils sont assez familiers de la

récurrence a rebours.

Le jeu d'ultimatum reléve plus généralement d’'une famille de probkmennue sous le

terme dalivision du $ et qui se décrit précisément comme suit.

La division du $ - description Un philanthrope offre a John et a Mary la possiiilde se
partager un dollar a condition qu'ils s'accordenir son partage. Plus précisément, si John et
Mary parviennent a se mettre d'accord sur le montn doit revenir a chacun, chacun

obtient la somme convenue. Dans le cas contrdg e 'ont rien
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Arbre 5 : le jeu du mille-pattes — Rosenthal (1981).. et sa résolution :

ENCORE

ENCORE

ENCORE STOP

ENCORE

1:1

ENCORE
ENCORE

ENCORE STOP

1:1

ENCORE
ENCORE

ENCORE
02

1:1 STOP



A ce stade, comme le fait remarquer Binmore (198&)soulignera qu’un jeu de division du

$ rend compte, en dépit de sa grande simplicitédy grand nombre de situations réelles. On
peut penser notamment a I'exemple d'une transadtimmobiliere avec if un acheteur
potentiel qui évalue le bien a 300.000 €iBtlé vendeur qui I'évalue a 200.000 €. Dans ce
contexte, i) le dollar représente le surplus qui est générélgparansaction si elle aboutit

(1 = 3 — 2, unité centaine de milliers d’euro) &f) (a régle imposée par le philanthrope (i.e.
le fait que le dollar soit disponible & conditionegles agents se soient mis d'accord sur son
partage) matérialise le fait qu'il n'y aura pasdmplus si les agents ne s'entendent pas sur un
prix de cession. De plusiiij en se mettant d'accord sur un prix de cessiagafgents se

mettent aussi d'accord sur une répartition du sarfle. sur le partage du $).

Il s’agit alors de préciser comment la négociatian se faire entre les deux agents. La
difficulté est qu’il existe une multitude de prooéds possibles parmi lesquelles la plus
simple est celle djeu d'ultimatum . Cette derniére se décrit précisément commé&'suit

Etape 1John propose un partage du dollar a Mary

Etape 2Ayant pris connaissance de la proposition de Jbhaxy I'accepte ou la refuse

Etape 3Les reglements sont versés sachant que deux caa siistinguer. Dans le premier,
la proposition de John est acceptée par Mary augasl la répartition proposée est mise en
place et le jeu se termine. Dans le second, la gsitipn de John est rejetée auquel cas les

joueurs n'ont rien (il y a absence d’accord) ejde se termine

L’arbre 6 donne une représentation (simplifiéeregeu. Le centime étant la plus petite unité
monétaire, il existe a l'origine 101 propositiorsspibles parmi lesquelles John ne prend rien
et laisse tout a Mary (contré}, = (0,100)), John prend 1 centime et en laisse 99 a Mary
(contrat C; = (1,99)), ..., John prend 99 centimes et en laisse 1 a Meoptrat Cyq =
(99,1)), John prend tout et ne laisse rien a Mary (conikg, = (100,0)). Une fois la

21 Comme le fait de nouveau remarquer Binmore (19@2)gu d'ultimatum est non seulement la procédare
plus simple a laquelle on puisse penser mais éugdus réaliste, la plupart des transactions éans les faits
régie par cette régle. Dans le commerce de détgilagticulier, le réle de John est tenu par le cengant qui
affiche le prix du bien sur une étiquette, celuiMigry par le consommateur qui, aprés avoir prisxagssance du
prix, achéte ou n’achéte pas le bien en question.
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oui
® 0 100
oui
® 1 99
oui
® 2 98
oui
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oui
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oui
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oui
& 98 2
oui
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oui
& 100 0

Arbre 7 : le jeu d’ultimatum — jeu réduit n°1
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oui
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oui
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Arbre 8 : ley d’ultimatum — jeu réduit n°2
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proposition de John transmise a Mary, cette degrpeut I'accepter (elle joue alors oui) ou la
refuser (elle joue alors non). Dans I'éventualitéla propositionC, = (a, 100 — a) serait
acceptée, ce partage est mis en place et les régienmdes joueurs sont donnés par
u;(Cy,0ui) = a et u,(C,,oui) = 100 — a. Si maintenant elle est refusée,(C,,non) =

u,(C,,non) = 0.

Ce jeu étant un jeu dynamique a information pafain peut le résoudre en appliquant une
récurrence a rebours. On voit alors aisément que f@ate propositiorC, = (a, 100 — a)
telle que 0 < a < 100, la maximisation de son réglement fait que Margeate (car
u,(C,4,0ui) = 100 — @ > u,(C,,non) = 0). En revanche, lorsque John jaiyg, = (100,0),
offre par laquelle il prend tout, Mary est en tottgieur indifférente entre accepter ou refuser
cette proposition. Vis-a-vis de la détermination’dquilibre parfait, il convient de distinguer
deux cas selon que le joueur 2 accepte ou refuggaktage. On obtient ainsi deux jeux
réduits, représentés par les arbres 7 et 8, etlpequels la maximisation du réglement du
joueur 1 'amene a jouer respectiveméry, (cas dans lequel Mary dit oui si John jalyg,),

et Cyy (cas dans lequel Mary dit non si John jofig,). Au bout du compte, le jeu

d’ultimatum admet donc deux équilibres parfai{€s,, oui) et (C; o, oui).

En regle générale, le centime étant la plus patite® monétaire, on interpréte ce résultat en
énoncant que le joueur 1 prend tout gres. La solution prédite par la récurrence a reoou

énonce donc que le joueur 1 proposera une sommétide au joueur 2, ce dernier préférant
dans tous les cas de figure pas grand-chose &udnut. Or, les expériences menees par
Guth et al. (1982) montrent que le joueur 1 neritate en général que 50 a 60 % du montant
a partager et que le joueur 2 refuse majoritairéresnoffres inférieures a 20% du montant a
partager. Dans ce type de situations, les motingatisociales I'emportent clairement sur

I'égoisme supposé des joueurs.

Pour conclure, on notera également que la métheda décurrence a rebours est parfois
critiguée au titre qu’elle serait contradictoireeava rationalité des joueurs, son application
requérant d’examiner ce qu’il adviendrait dans dess-jeux qui ne sont pas atteints a
I'équilibre. Ainsi, dans le jeu du mille-pattes psxemple, I'équilibre parfait qui est 1 joue

STOP et le jeu s'arréte est déterminé en examiceugfu’il adviendrait dans le dernier sous-

jeu, le probleme de décision débutant au nceudeRiBans lequel on détermine que le joueur
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2, parce gqu’il est rationnel, jouera STOP. De faiteindre le nceud de décision 2:3 requiert
gue les joueurs 1 et 2 dévient de I'équilibre paffaui est 1 joue STOP et le jeu s'arréte) et
jouent ENCORE a toutes les étapes, ce qu'ils neatknt a priori pas faire précisément parce
gu’ils sont rationnels. Cette incohérence fait daers a certains auteurs qu’appliquer la
récurrence a rebours et considérer que les jowsauntsrationnels lorsqu'ils doivent faire des
choix en des nceuds de décision qui ne seraientigaati@ints s'ils étaient rationnels est

contradictoire avec I’hypothése de rationalité jdegurs.

Cette derniere critique est trop forte. Ainsi, coeia souligne Gibbons (1993), il s’avere
gu’étre hors équilibre n'est pas (nécessairementyadictoire avec la rationalité des joueurs,
i.e. jouer ENCORE a l'étape 1 pour le joueur 1ligaifie pas que 1 n'est pas rationnel. En
revanche, c'est contradictoire avec I'hypothese d& connaissance commune (common
knowledge) et selon laquell@ (L et 2 sont rationnelsii 1 sait que 2 est rationnel et 2 sait
qgue 1 est rationneljii) 1 sait que 2 sait que 1 est rationnel et 2 saat 4 sait que 2 est
rationnel, ... cela autant de fois que nécessairgarNiment, on peut justifier le fait que 1 et 2
jouent ENCORE aux étapes intermédiaires en cormitigvar exemple que 1 et 2 sont
rationnels mais que 1 ne sait pas que 2 est raiofsous cette hypothése, 1 peut jouer
ENCORE en espérant que 2, parce qu'il serait onatel, joue ENCORE a toutes les étapes,
ce qui lui permettra d’obtenir un reglement de Alternativement, on peut également
supposer que 1 et 2 sont rationnels, que 1 sai2 qst rationnel mais que 2 ne sait pas que 1
est rationnel. Dans ces conditions, le fait queue]JENCORE (et non pas STOP) a I'étape 1
peut créer le trouble chez le joueur 2, ce demmdeivant considérer soit que 1 joue ENCORE
de facon a lui laisser a penser qu’'il n’est pasmnael, soit que 1 est effectivement irrationnel.
Dans ce cas de figure, 2 peut estimer que 1 carana jouer ENCORE a chaque fois qu'il
aura la main, ce qui lui permettra de jouer STOR derniere étape et de percevoir un
reglement de 6 (au lieu de 2 s'il jouait STOP &daonde étape). De tels raisonnements ne
sont pas contradictoires avec I'hypothese de ralil@ndes joueurs. En revanche, ils le sont
avec I'hypothése de connaissance commune et iiéesissaire de relacher cette hypothese

pour pouvoir appliquer la récurrence a rebours.
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V - Les jeux dynamiques : l'approche en termes de stratégies

A) Stratégies et équilibres de Nash dans un jeu dynamique

Un jeu dynamique peut également se résoudre enligaohiles concepts d’équilibre utilisés
pour résoudre les jeux statiques dont, en paréiculequilibre de Nash. Toutefois, lorsque tel
est le cas, ce que 'on s’attache a déterminett pas tant un sentier d’équilibre dans I'arbre
de jeu qu'un ensemble d’annonces tenues par lesujpuavant le déroulement du jeu. La
raison en est qu’un équilibre de Nash est un dmailen stratégies et aquie stratégie dans

un jeu dynamique est un plan complet d’actions spécifiant pour tout ensemble
d’information ou le joueur est susceptible d'ataimairf?une action réalisable & ce moment

du jeu.

Le point est alors qu’une stratégie differe, ene@gnérale, d'une action. Ainsi, pour le jeu
représenté par l'arbre 9, une stratégie du joueysace que ce joueur a deux nceuds de
décision, spécifie deux actions : une dans I'évaittuou 2 se situerait au nceud 2:1, c’est-a-
dire si 1 jouait oui, et une dans I'éventualité 28e situerait au nceud 2:2, c’est-a-dire si 1
jouait non. L’ensemble des actions possibles dayo@, notéd,, comprenant deux éléments

(oui etnon), le joueur 2 dispose ainsi de quatre stratégiessgnt :

S, = {521,522, S23, S24} = {(oui, oui), (oui,non), (non, oui), (non, non)}

avec la premiere action qui spécifie ce que legyo@ecompte faire si 1 joue oui et la seconde
ce qu’il compte faire si 1 joue non (le fait quesd@t en capacité d’observer ce qui sera joué
par 1 a I'étape 1 lui permet effectivement de cbadier sa décision sur ce qui sera fait par
ce joueur). En revanche, le joueur 1 ayant unessieis la main, ses stratégies se limitent a
spécifier une action et I'on a directemefit= A, = {oui,non}. De ce fait, en ce qui
concerne leur interprétation) (ne stratégie dans un jeu dynamique peut sedegaomme

un ensemble d’annonces faites par un joueuir)etirg résultat(s;, s,) € S; X S, comme une
discussion qui se tient entre les joueurs, le thwant une phase de négociation se déroulant
avant le lancement du jeu fixe-play negotiatior).

22 Ou bien encore et de facon équivalengour tout nceud de décision ou le joueur est suitept’avoir la
main» lorsque l'information est parfaite. L'usage veut effet que I'on ne fasse pas figurer les ensesnbl
d’'information dans un jeu a information parfaitarétentendu que, dans un tel cas de figure, chagsemble
d’information contient un et un seul nceud de dénisi
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Arbre 9

L'intérét d’'une telle approche est que, connaisdaststratégies des joueurs, on peat (

associer a I'arbre de jeu n°9 une bi-matrice dgkengéents qui s’écrit ici :

Sy1 = (oui,oui) | sy, = (oui,non) | s,3 = (non,oui) | sy, = (non,non)
S11 = ould 2,2 2,2 0,3 0,3
+ + +
S1p = non 3,0 1,1 3,0 1,1
+ + + + +
Bi-matrice 9

puis (i) déterminer le ou les équilibres de Nash de dmiteatrice en localisant l'intersection
des meilleures réponses, soit dans le cas présgnt) = (s13,524) = (non, (non, non)).

En cet équilibre de Nash, le joueur 1 jowen suite a quoi le joueur 2, appliquant sa stratégie
et constatant que 1 a jom®n, joue non (soit I'action que prévoit de jouer sa stratégie a
nceud de décision 2:2). Le déroulement du jeu gépérécet équilibre de Nash est alors
(a%,a3) = (non,non), ce qui coincide avec I'équilibre parfait dujéwDe ce fait, I'équilibre

de Nash et I'équilibre parfait se révelent étre deiux concepts d’équilibre équivalents,

équivalents au sens ou ils conduisent a un ménmuldénent du jeu et, ce faisant, a des

% Le joueur 2 a intérét & joueonsi 1 joueoui, caru,(oui,non) = 3 > u,(oui, oui) = 2, et & jouenonsi 1
joue non, caru,(non,non) =1 > u,(non, oui) = 0. Compte tenu de ce comportement, il est alorsvapti
pour 1 de jouenoncaru, (non,non) = 1 > u, (oui,non) = 0.
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mémes reglements d'équilibre. La difficulté estsalgue ceci n'est pas en regle générale le

cas.

B) Le critere de perfection

Une difficulté avec les jeux dynamiques est quaitbnettent le plus souvent un grand nombre
d’équilibres de Nash, ces derniers pouvant aloduiie des déroulements du jeu tres
différents. Le jeu n°10:

oui

31

12

21

00

Arbre 10

vient illustrer ce point. Son équilibre parfait esinstitué de la suite d'actiong], a;) =

(non, oui) avec, parallelement, une bi-matrice des réglengpritest donnée par :

Sy1 = (oui,oui) | Sy, = (oui,non) | s,3 = (non,oui) | Sy, = (non,non)
S11 = oul 3,1 3,1 1,2 1,2
+ + + + +
S1p = non 2,1 0,0 2,1 0,0
+ + +
Bi-matrice 10

Apres calcul des meilleures réponses, on constetecg jeu admet deux équilibres de Nash,
le premier étant donné pdB,,S.4) = (oui, (non,non)) et le second pafs;,,s;3) =
(non, (non, oui)). La difficulté est alors que ces deux équilibrésdgyent des déroulements

du jeu (et des réglements) qui different. Ainsiptemier équilibre fait jouer la suite d’actions
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(aq,a,) = (oui,non) avec des joueurs qui obtiennent aléng, u;) = (1,2) tandis que le
second fait jouer I'équilibre parfafta;, a,) = (non, oui) avec des réglements qui sont alors
donnés pafuj,u;) = (2,1). On a ainsi un probléme d'équilibres multiplesl ebnvient de
mobiliser un critere de raffinement pour pouvourde si possible, I'indétermination. Dans les
jeux dynamiques;e critére de raffinement estalorsconstitué du critére de perfection(en

priorité).

Le critere de perfectionLes stratégies du joueur 2 pouvant s’interprédenrme des menaces
(ou des promesses), l'idée du critere de perfecéishde regarder si ces menaces sont
crédibles, i.e. le joueur qui les professe autaittiérét, mis en situation, a les mettre a
exécution ? Si la réponse est positive, I'équilideeNash considéré repose sur des menaces
crédibles ; il est alors qualifié de parfait (orrlpgrécisément d’équilibre de Nash parfait en
sous-jeux olENPSJ). A contrario, si la réponse est négative, I'égod en question, parce
gu'’il repose sur des menaces qui ne sont pas te€difirésente un caractere fallacieux et doit

étre écarté.

Application On reprend I'équilibre de Nasfs;q,s,4) = (oui, (non,non)) du jeu 10 par
lequel le joueur 2 annonce au joueur 1 gu'’il joussasi 1 joueoui etnonsi 1 jouenon Face

a cette promesse du joueur 2, il est alors effeatant optimal pour le joueur 1 de joweri ;

le joueur 2 jouantnon dans tous les cas de figure, 1 calcule en effét qgbtiendra

u, (oui,non) = 1 s'il joue oui etu,(non,non) = 0 s'il joue non de sorte que jouarui est
une meilleure réponse du joueur 1 (face a cettaégfies, = s,, = (non — non) du joueur

2). Similairement, sachant que 1 jou@n toute stratégie du joueur 2 qui prévoit de jouam

si 1 joueoui constitue une meilleure réponse du joueur 2 (dashison pour laquelle les
deux stratégies,; = (non, oui) ets,, = (non,non) apparaissent en meilleure réponse dans
la bi-matrice 10). Ces différents éléments font lguprofil (s,1,s,4) = (oui, (non,non)) est

bien en équilibre de Nash.

Il s’aveére que la stratégie jouée par le joueun et équilibre prévoit de jouaonsi 1 joue
non et ce volet de la stratégie est décisif car gesdtisément cet engagement du joueur 2 qui
amene le joueur 1 a joueui a I'étape 1. Dans ces conditions, il est |égitaees’assurer de la
credibilité de cette menace et de vérifier quedeepr 2, mis au pied du mur, aurait
effectivement intérét a jouaron si 1 jouaitnon De fait, il s’avere que la réponse a cette
guestion est négative : si 1 jonen, il n'est pas en effet dans I'intérét du joueude jouer
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non mais oui (car u,(non,oui) =1 > u,(non,non) = 0). En d'autres termes, mis en
situation, le joueur 2 n'aurait pas intérét a aodir sa menace qui apparait alors comme étant
non crédible. De ce fait, le joueur 2 s’il commurag sur une telle stratégie serait en train de
bluffer et, dans la mesure ou il est relativemewilé pour le joueur 1 de le démasquer, on
peut aller plus loin du point de vue théorique @isidérer que cet équilibre de Nash, quand
bien méme il existe, ne sera pas celui qui ser@ paux des joueursimtelligents» dans cette

phase de discussion qui se tient avant le déroutedwejed*.

On se tourne a présent vers le second équilibridad (s,,,5,3) = (non, (non, oui)) par
lequel le joueur 2 annonce au joueur 1 qu’il jouswasi 1 joueoui etoui si 1 jouenon Face

a ces promesses du joueur 2, il est alors effentwe optimal pour le joueur 1 de joussn;
compte tenu de la stratégie du joueur 2, 1 antieipeffet qu’il obtiendrac, (oui,non) =1

s'il joue oui etu, (non, oui) = 2 s'il joue nonaugquel cas jouaron est une meilleure réponse
de 1 a la stratégie, = s,3; = (non, oui) de 2. Parallelement, sachant que 1 joag toute
stratégie qui prévoit de joueui si 1 jouenon, dont en particulies,; = (non, oui), constitue
une meilleure réponse du joueur 2 et le pr@fi,, s,3) = (non, (non, oui)) forme bien un
equilibre de Nash. Le point a souligner est alars ¢et équilibre repose sur des menaces qui
sont toutes crédibles. Ainsi, en cet équilibrestlatégie du joueur 2 prévoit de joummsi 1
jouait oui, ce que 2 aurait effectivement intérét a fairgasiais 1 déviait de sa stratégie et
jouaitoui au lieu denon (caru, (oui,non) = 2 > u,(oui,non) = 1). De ce fait, cet équilibre
de Nash est parfait et correspondra, selon toaisamblance, a celui qui sera effectivement
joué par des joueursirtelligents» lors de cette phase de discussion qui se tiamtde

déroulement du jeu.

C) Construction des ENPS]

Disposant de I'équilibre parfait, le concept d&IFESJ peut sembler constituer une méthode de
résolution superflue. Toutefois, comme soulignésghaut, ce concept est particulierement
utile dans les jeux infiniment répétés qui présenia particularité de ne pas avoir de fin (ou
dont la date de fin n'est pas connue avec cerjitetdgue I'on ne peut résoudre en appliquant

une récurrence a rebours (la résolution doit se fars I'avant). D’autre part, il s’avere gu'il

#suivant Myerson (1991), page 4 player in a game is intelligent if he knows ething that we know about
the game and he can make any inferences abouittiaien that we can make
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existe une relation simple entre les deux concdgtguilibre ; notamment| est toujours

possible de construire, a partir des résultats dealrécurrence a rebours, un ENPSJ

Ainsi et reprenant I'arbre de jeu n°10, la récuceea rebours établit)(qu’il est optimal pour

le joueur 2 de jouemon dans le sous-je}y, celui qui débute au nceud de décision 2:1ij ket (
gu'il est optimal pour le joueur 2 de joumui dans le sous-jefy, celui qui débute au nceud de
décision 2:2°. De ce fait, toute stratégie crédible du jouedpR prévoir de jouenondans le
sous-jey,, c’est-a-dire si 1 joueui, et de jouepui dans le sous-jely, c'est-a-dire si 1 joue
non Avec le calcul de I'équilibre parfait, les résu#t (intermédiaires) produit par
I'application de la récurrence a rebours permetidors d’'identifier d’ores-et-déja ce que doit
étre une stratégie crédible du joueur 2, soit dartsas présent la stratégig, = (non, oui).
Parallelement, face a cette stratégie crédibleodeyr 2, une stratégie du joueur 1 doit
préciser une (unigue) action optimale qui ne péuisaétre donnée que par celle que I'on a
déterminé a la seconde étape de la récurrencecarsglsoit dans le cas présemn On

obtient ainsi et directeme(mfnPSJ’ Senps])

= (non, (non, oui)).

En résumé, on peut donc utiliser les résultatsmist@avec le calcul de I'équilibre parfait pour
construire I'ENPSJ : il suffit pour cela de spéxifies actions optimales des joueurs a chacun
de leurs nceuds de décision et que I'on identifi@gpliquant la récurrence a rebours. Pour
conclure, on notera qu’'une méthode similaire sigol pour les jeux dynamiques a
information imparfaite. Dans ce cas de figure, simatégie doit spécifier pour tout ensemble
d'information ou le joueur est susceptible d'alepimain une action réalisable a ce moment du
jel”® et I'exigence de crédibilité des menaces imposestratégies de faire jouer aux joueurs
des actions qui sont en équilibre de Nash dans lesisous-jeux (on dit aussi que les
stratégies appellent a jouer I'équilibre de Naslgtanta;, I'action jouée par le jouedra la

datet, on identifie ainsi dans le jeu des paniques bheexadeux ENPSJ que sont :

(s1,52) = (a11,a1,), (az1, az;) = ((non, oui), (non, oui))

pe fagon informelle, un sous-jeu d'un jeu sous feRrtensive (ou arbre de jell)est un arbre de décision
complet, commencant en un nceud de décision simgletajue I'on peut extraire du jeu initial sans meau
d’ensemble d'information. Le jeu 9 admet bien aifesiix sous-jeux, un commencant au nceud de déé@siost
un second commencant au nceud de décision 2:2, rchiauivant en fait un probléme de décision sintale
joueur 2. Le jeu du mille-pattes, représenté pabfe n°5, en admet quant-a-lui 5 (le plus petitutié en 2:3,
celui immédiatement supérieur qui inclut 2:3 dékarniel:3, le troisieme qui inclut les deux précésdeldtbute en
2:2 etc.) et le jeu des paniques bancaires, remépar I'arbre n°4, un seul (il débute au nceudétssion 1:2).

% Comme lillustre le jeu des paniques bancairefueur 2 ne peut pas conditionner son comportesentes
nceuds de décision qui sont éléments d’'un méme dhselmformation.
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(s1%,827) = (a11, a12), (31, az2) = ((oui, out), (oui, oui))

et qui font chacun jouer dans l'unique sous-jewuiébre de Nash de ce sous-jeu (soit
(aiz a5,) = (oui,oui)). Ce faisant, le critére de perfection conduitsafn écarter les profils
((oui, oui), (oui,non)), ((oui,non), (oui,oui)) et ((oui,non),(oui,non)) qui sont en
équilibre de Nash dans le jeu original mais qufard pas jouer un équilibre de Nash dans le
sous-jeu (voir la bi-matrice ci-dessous). Cettestarction repose sur le Théoréme de Selten
qui énonce gu’'un équilibre de Nash est parfait Yens-jeux) si les stratégies qu'il spécifie

forment des équilibres de Nash dans tous les s’

(oui, oui) (oui,non) (non, oui) (non,non)
(oui, oui) T r,T D,2r-D D,2r-D
+ + + +
(oui,non) rr r,Tr D,2r —D D,2r — D
+ + + o+
(non, oui) 2r—=D,D 2r—=D,D IE,IE 2R+— D,D
(non,non) 2r—D,D 2r—D,D D, 2R+— D R, R

Bi-matrice 11

VI - Quelques applications

A) Le « chairman’sparadox »

Proposé par Farquharson en 1969, ce paradoxedlllzsfacon avec laquelle la théorie des
jeux (et le principe d’élimination de stratégiesriinées) peut éclairer une situation de vote.
Trois personnes, 1, 2 et 3, doivent choisir pavote une option dans un ensemble de trois
alternatives, A, B et C. Les préférences des vstaont transitives et la régle de choix

collectif est la suivante : (1) chaque personne yaiur une option et I'option choisie est celle

2 On remarquera également que les stratégies dapéxifier ce que les joueurs envisagent de joars tbus

les sous-jeux y compris ceux qui n'ont aucune chad@tre atteints pour la combinaison de stratégies
considérées. Ainsi, par exemple, TENP&dui, oui), (oui, oui)) prévoit de faire jouer aux joueurs I'équilibre
de Nash du sous-jeu a I'étape 2, gait,, a5,) = (oui, oui), et ce alors gu'il fait également jourui, oui) a
I'étape 1, ce qui fait que le jeu s’arréte désabét 1. Ce degré de précision des stratégies quiseenbler
superflu se révéle en fait nécessaire pour pougster la crédibilité des menaces.
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qui recueille le plus grand nombre de voix et (®)cas déx aequoc’est 1 qui en tant que

« président » (chairman) impose son choix.

L’individu 1 préfere AaBetBaC; 2préfere QaetAaB;3prefereBaCetCaA (les
préférences de chacun sont connues de tous). Rantéa si chacun vote sincérement (ou
naivement), chaque option obtient une voix etrédguence du président s'imposant, I'option
A est choisie. Qu’en est-il a présent si les élesterotent stratégiguement (adoptant ce que
Farquharson appelle un comportemsophistiqug? Il est facile de vérifier qu'un électeur
n’a jamais intérét a voter pour son dernier cheoit(cette stratégie ne change rien au résultat
final, soit elle conduit a I'élection de l'optionug I'électeur considéré classe derniére).
Chaque électeur peut doacpriori envisager deux stratégies : voter pour son preahieix

ou bien voter pour son deuxieme choixvéte utile»). Considérons le choix stratégique du
votant 1 (le président) ; on peut le résumer danwmlbleau suivant ou les choix du joueur 1
apparaissent sur la colonne 1 et ceux des joueetur la ligne 1. Les cellules du tableau
précisent le choix collectif qui en résulte (paemwle, si 1 vote A et si 2 et 3 votent C et C,

I'option C est élue).

C-B C-C A-B A-C
A C A A
B B C B A

Tableau 1 : &/oter A est une stratégie dominante (non strictéjrenjoueur 1»

La comparaison des résultats possibles montre glegsen ce qui concerne le joueur 1, la
stratégie qui consiste a voter A domine (dans ke masent, non strictement) celle qui

consiste a voter B. En votant A, 1 fait en effeeax ou aussi bien qu’en votant B, cela quels
gue soient les choix stratégiques des autres jeu@ur peut donc considérer que 1 décidera
de voter A. Le joueur 2 pouvant faire le calcuastgique qui vient d’étre effectué, 2 sait que
1 votera A. Comme il sait aussi que 3 peut votemr @ou pour C, son probléme se résume
au bout du compte au tableau suivant (les stratétge? figurent dans l&"icolonne, celles

de 1 et 3 dans I8t ligne) :
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A-B A-C

Tableau 2 : €achant que 1 vote pour ¥oter C est une stratégie dominante (non

strictement) du joueur 2

Le joueur 2 qui préfére C a A choisira par consétde voter C (voter C permettant de faire
aussi bien dans un cas et mieux dans l'autre, yaer A est une stratégie dominée (non
strictement)). On considere maintenant le choixodeeur 3 qui sait a ce stade que 1 vote A et
2 vote C. S'il vote pour son premier choix (B), tesis options sont ex aequo et c’est A qui
'emporte (tie break du président) ; si maintenidntote pour son second choix (C), C
'emporte. Comme le joueur 3 préfere C a A, il aivai de voter CUne analyse stratégique
de la situation montre donc que le choix collectite portera sur 'option C, ce qui
correspond au dernier choix du présidentLe privilege que constitue sa voix prépondérante

s’est ainsi retourné contre lui.

Ce jeu de vote peut également se résoudre au nagdiéquilibore de Nash dont on peut
vérifier (voir tableau 3 page suivante) qu'ils sanmt nombre de cing : (AAA), (B,B,B),
(C,C,0), (AJAB) et (A,C,C) (le premier élément dacteur précise le vote du joueur 1, le
second celui du joueur 2, le troisieme celui diejou3). Les trois premiers résultats semblent
peu convaincants, notamment parce qu’ils font vatersuffragant pour son dernier choix.
Dans ces conditions, la discussion doit portedesideux derniers et, dans la mesure ou une
majorité de votants préfere C a A, il semble vraiskable que ce soit I'équilibre (A,C,C) qui
soit joué, au bout du compte, par les joueurs. @uignera également que le profil (A,C,B)
qui décrit une situation dans laquelle chacun yaer I'alternative qu'il préfere n’est pas en
équilibre de Nash. En patrticulier, dans un tel dadigure, sachant que 1 vote pour A et 2
vote pour C, il n'est pas optimal pour le joueute3voter pour B mais pour C (en agissant de
la sorte, c'est en effet C et non pas A qui I'erteyare qui a la préférence du joueur 3). Voter

sincerement n’est donc pas une attitude qui degtaatadoptée par des joueurs rationnels.
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Profils MR — 1 MR -2 MR — 3
AAA {A,B,C} (A B,C} {A,B,C}
AAB (A C} (A, C} {A,B,C}
AAC {A, B} {C} {C}

ACB {A} {A,C} {C}

ACC {A,B,C} {C} C}

BAA {A,B, C} (A, C} {B}

BBB {A,B,C} (A B, C} {A,B,C}
CCC {A,B,C} (A B, C} {A,B,C}

Tableau 3 : équilibres de Nash du Chairman’sparadox

B) Le duopole de Cournot (1838)

Le duopole de Cournot s’intéresse au fonctionnerdemt marché sur lequel deux firmes, 1
et 2, se font concurrence par les quantités (aveprix p qui est fixé de fagcon a garantir
I'équilibre entre I'offre et la demande). Le modéle base considere une demande linéaire
Q%(p) = a — p, aveca un paramétre, et des fonctions de colt de la fofpie) = cq;,

i = 1,2, avecq; la production de la firmé et ¢ le col(t unitaire de production (supposé
constant). Chaque firme décide de sa productidiag a maximiser son profi; (g4, q,) =

(a — g1 — q,)q; — cq; et ce sans connaitre le choix de sa rialeéquilibre de Nash de ce
jeu correspond alors a un couple de product{@isg;) tel queq; maximise le profit de 1 si

2 produit g; et réciproguement. On le détermine en résolvantsysteme d’équations
q1 = R1(qz) et qz = R,(q1) avecR,(q;) = (@ —c — q2)/2 etRy(q1) = (@ —c—q1)/2 les
fonctions de meilleure réponse des firmes 1 ee&,derniéres donnant la production optimale

de la firmei, i = 1,2, pour chaque niveau de production mis sur le néapar la rivale. On

B3i 1 et 2 metteny, et q,, la production globale se fixe @= g, + q; et le prix qui permet d'équilibrer le
marché estdonng=a - Q =a —q; — q5.
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obtient ainsi un équilibre symétriqug = q; = (a — ¢)/3 avec un prix d’équilibrep™ =

(a + 2¢)/3 et des profitdl; =I1; = (a — ¢)?/9. Cet équilibre se révele alors ne pas étre
optimal au sens de Pareto, au sens privé du teleseazdire en se préoccupant des seuls
intéréts des joueurs, en étant notamment dominérparofil en lequel chacun met la moitié
de la production de monopole (s6@it;, q;) = ((@ — ¢)/4, (@ — ¢)/4)). On notera que, dans
le cadre d’'un jeu répété ou lI'on joue a plusieeqsrises au duopole de Cournot, les firmes
peuvent, sous certaines conditions, réussir a joeieéquilibre de monopole. On parle alors

decollusion tacite

C) Le jeu de I'inspection

Un employé, dénommeé également I'Agent, travailleirpe compte d’'un employeur ou
Principal. L'Agent peut soit ne rien faire € 0), soit travailler ¢ = 1) tandis que le Principal
peut inspecteri(= 1) ou ne pas inspectei € 0). Le fait de travailler colte a I'Agent
g (g rend compte de la désutilité du travail) et produitoutput dev pour le Principal (a
contrario, la production est nulle si= 0). Une inspection colte quant-a-eleet permet
d'apporter la preuve que I'Agent a, le cas échéedtau flanc. Le Principal verse a I'Agent un
salairew (exogene) sauf s'il a la preuve que 'Agent n'atpasillé auquel cas il ne verse
rien. Les joueurs choisissent leurs stratégies lsamément et I'on suppose que w > g >

h > 0.

NotantS; = {0,1} etS, = {0,1} les ensembles de stratégies des joueurs 1 etbZmatrice

des réglements associée a ce jeu est donnéetpatdau (12).

e=1|w—gv—-—w|w—gv—w-—h
+ +

Bi-matrice 12

Les conditions sur les parametres du problemedoat:
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u1(0,0) =w>u;(1,0) =u;(1,1) =w—-g >u,(0,1) =0

u,(1,0) =v—-w>u,(1,1) =v—w—-—h >u,(0,1) = -h >u,(0,0) = —w

On décrit donc une situation dans laqueljdd Principal a intérét a ce que I'Agent travaille
(carv > w), (ii) le Principal préfére inspecter si 'Agent ne &ille pas (dans le cas contraire,
il doit lui verser son salaire) et ne pas l'insgec’il travaille (dans ce cas, il économise le
colt de l'inspection)ji{) I'Agent préfére travailler si le Principal inspeet tirer au flanc s'il
n'inspecte pas eiv I'Agent est indifférent entre étre ou ne pas étrgpecté s'il fournit
I'effort. On notera également que, la relation emér niveau d'effort et le résultat étant (ici)
univoque, le Principal sait toujoue postsi ’Agent a ou non travaillé mais il doit, dansiso
les cas de figure, lui verser son salaire si jantai® pas inspecté. Reprenant le vocabulaire
de la théorie des contrats, I'hypothése implicgeq’il n’est pas possible de conditionner le
salaire sur la valeur du résultat et/ou le niveaifatt car ces variables ne sont pas o.e.v.

(o.e.v. pour observable et vérifiable).

Par la suite, le calcul des meilleures réponsestrmaue ce jeu n‘admet pas d’équilibre de
Nash en stratégies pures. Le jeu étant fini, ontsatefois qu’il admet un équilibre de Nash
en stratégies mixtes que l'on se propose a préemtéterminer. A ces fins, on nagtela

probabilité que I’Agent tire au flanc gtla probabilité d’inspection. Le reglement espéué d

joueur 1 est alors donné par

Vilp, ) =pA—-@w+ A —p)(w—g)

tandis que celui du joueur 2 vérifie :

Vg =0A-p@-w)—p(1l-qg)w—qh

La dérivéedV,/dp étant donnée paV,/dp = (1 — g)w — (w — g), la maximisation du

reglement espéré du joueur 1 par rapp@rted[0,1] se réalise en :

9 Cette équation se comprend bien. Ainsi, 'Agensdur'il travaille, ce qui survient avec une probiabil — p,
est certain de percevoir un reglement constituéaesalaire net de la désutilité du travail- g, cela que le
Principal inspecte ou n’inspecte pas. Si maintehAgent tire au flanc, ce qui survient avec unelmbilitép, il

ne percevra rien si le Principal inspecte, ce guvient avec une probabilit¢, tandis que son salaire lui sera
versé si le Principal n'inspecte pas, ce qui smtvéerec une probabilité — q.
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(1 si 0<q<g/w

p* (@) =1[01] si qg=g/w

0 si g/w<qg<l1

Cette meilleure réponse, en stratégie mixte, deyoud s’interprete alors de fagcon simple.
Ainsi, s’il y a beaucoup de chances pour que ladijpal inspecte, beaucoup de chances au
sens ou la probabilité d’inspectignest supérieure au seyifw, I'’Agent fournit I'effort. A
l'inverse, si I'inspection est peu vraisemblableupsraisemblable au sens ou la probabilité
d’inspectionq est inférieure & /w, I'Agent tire au flanc. Pour finir, lorsque la [abilité

d’inspection est précisément égalg /A, on a :

4 (18) = (-DwLx0=w—g =4 (2

et I'agent est indifférent entre travailler ou nasgravailler. Par la suite, n'importe quelle
combinaison convexeil; (O, %) + (1 - (1,%) donnant elle-aussi un reglement de

w—g, I'Agent est également indifférent entre n’'importaquelle de ses stratégies

mixteso; = (p,1 —p), p € [0,1].

En ce qui concerne a présent la maximisation diem&gnt du Principal, la dérivé®/,/dq
étant donnée paV,/dq = pw — h, on &"

0 si 0<p<h/w

q'(p) =4[01] si p=h/w
k 1 si h/lw<p<l1
La représentation de ces meilleures réponses dargah (p,q) permet d'établir que

I'équilibre de Nash en stratégies mixtes est dgardp*, q*) = (h/w, g/w) (avec de plus

q* > p* carg > h et le Principal inspecte plus souvent que I'Ageattire au flanc). Ce jeu

Cette meilleure réponse s'interpréte 1a aussi gerfaclaire. Ainsi, s'il y a beaucoup de chancesrpmue
I’Agent tire au flanc, le Principal inspecte esihbstient de le faire s'il est vraisemblable qégént travaille.
Pour finir, en la valeur seutl = h/w, le Principal est indifférent entre inspecter @upas inspecter et, de facon
plus générale, en n'importe quelle stratégie mixte= (1 — g, q), sa fonction objectif étant linéaire gn
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de I'inspection présente alors deux grandes prigid.a premiere est que son équilibre n’est

pas optimal au sens de Pareto. Les reglementsilibéguétant donnés par :

Vi=w-—g
. h
v, =(1—;)><v—w

jouer les stratégies pureée,i) = (1,0), i.e. les stratégies mixtes dégénérégs=
(p,1—p) =(1,0) eto, =(q,1—q) = (0,1), permet en effet d'améliorer le réglement du
Principal (qui passe dél —p*)v —w a v —w) sans dégrader celui du joueur 2 (qui se
maintient aw — g). Le second est qu’il existe, du point de vue dndipal, un niveau de

salaire optimal. On a en effet :

h —
:——v—lzmv—120<=>WS hv

et le réglement du Principal, en étant croissagauche dev* = Vhv et décroissant a droite,
admet son maximum em = w* = vhv. Comme apparent, I'existence de ce salaire optimal
déenommésalaire d'efficiencedans la littérature, tient a ce qu'une augmentatie salaire, Si
elle réduit le profit (espéré) en alourdissant ttc(espéré) du travail, augmente en
contrepartie le profit (espéré) car elle réduitptababilité de tirer au flanp™ = h/w de

I’Agent et, ce faisant, augmente la production éeSp)E[7] = (1 — p*)v.

D) Le duopole de Stackelberg (1934)

Reprenant les données du duopole de Cournot, ggosapa présent que la firme 1 joue la
premiére, suite & quoi la firme 2 détermine a sam son niveau de production et ce aprés
avoir observé le choix de sa rivale. Cette situmtians laquelle la firme 1 joue le réle de
leader forme un jeu dynamique a information pagfgite I'on résout au moyen de I'équilibre
parfait. A ces fins, on se place a la fin du jeuortdétermine, pour chaque niveau de
production de la firme 1, la production optimaleladéirme 2. Cette fonction est alors connue
car elle correspond a la meilleure réponse dermeefi2,R,(q;) = (a — ¢ — q,)/2, calculée
dans le duopole de Cournot. Puis, connaissant claague sous-jeu le choix optimal de la
firme 2, on remonte d’'un cran et 'on examine lelpp¢me de décision de la firme 1. Comme

1 sait que 2 jouerg, = R,(q,) si elle joueq,, 1 tient compte de ce comportement de 2 et
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sélectionne un niveau de production de fagon a mmagr I1, (g, R,(q,)). On obtient ainsi

q; = (@ — c)/2, puis par cascadg; = (a —c)/4. La production globale, le prix et les
profits se fixent alors aQ°s = 3(a —c¢)/4, p° = (a+3c)/4, 11§ = (a —c)?/8, TI5 =

(a — ¢)?/16 et cet équilibre demeure dominé au sens de Panetoréduction de moitié de la
production de la firme 1 permet d’augmenter le iprbd la firme 2 sans modifier celui de la
firme 1). Un point remarquable est alors que lepdl® de Stackelberg est plus favorable pou